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Capitulo 1

Corpos Ordenados

1.1 O Corpo dos Numeros Reais

Vamos rever algumas coisas que ja sabemos sobre o corpo dos ntimeros reais.
Por corpo entendemos um conjunto KK munido de duas operagdes, chama-

das adicdo e multiplicagdo, aqui indicadas por + e -, que satisfazem:

Al)sex,y € K, entdo x +y € K,

A2)sex,y € K, entdiox +y =y +x,

A3)sex,y,ze K, entdiox+ (y+z) = (x+y) +z,

A4) existe 0 € K tal que 0+ x = x,

Ab5) para cada x € K, existe um elemento denotado por —x € K tal que

x+(—x) =0,

M1) se x,y € K, entdo x -y € K,

M2)sex,y € K,entdox -y =y - x,

M3)sex,y,ze K, entdo x- (y-z) = (x-y) - 2,

M4) existe um elemento 1 € K tal que 1-x = x,

M5) se x € K — {0} entdo existe um elemento denotado por % € K tal que

e ()1

D)sex,y,ze K, entdiox-(y+z) =x-y+x-z.

Note que um corpo tem os elementos: 0 e 1.



Notemos que se a € K, podemos definir na para cada natural n indutiva-
mente:

l-a=ae

(n+1)-a=a+n-a.

Pode acontecer que p-a = 0 para algum p € Nea € K—{0}.Sepéo
menor natural para o qual p-1 = 0 dizemos que K tem caracteristica p. Se
p -1 # 0 para todo p € IN dizemos que K tem caracteristica zero.

Considere Z3 o conjunto das classes residuais médulo 3. Defina as seguin-

tes operagoes:

ia+b=a+b ea-b=a-b.

Veja a tabua de operagdes para este conjunto munido das operagdes acima.

+|0(1/2 x 0|12

o(o0f(1|2(|0|0|0|O

1(1(2|0| |1]0|1]|2

22|01 |2]|0f2]|1

Mostra-se que estas operagdes estdo bem definidas e que este conjunto munido
destas operagdes é um corpo.
Os axiomas da adi¢do para corpo implicam na seguinte proposi¢do cuja

prova é deixada como exercicio.

Proposicao 1 Os axiomas da adigdo implicam
a)sex+y=x+zentioy =z,

b)se x +y = x, entdoy = 0,

c)sex+y =0, entioy = —x,

d) —(—x) = x.

Os axiomas da multiplicagdo implicam na seguinte proposi¢do cuja prova

é deixada como exercicio.



Proposicao 2 Os axiomas da multiplicagdo implicam
a)sex #0exy =xzentioy = z,
b)sex #0exy =xentioy =1,

1
c)sex #0exy=1entioy = —,

=

d) x # 0 entido — = x.

RI=| =

Proposicdo 3 Os axiomas da multiplicagdo implicam
a)0-x=0,Vx.

b)se x # 0ey # 0 entido xy # 0,

) se (—x)y = —(xy) = x(~y)

@) se (=) (—y) = xy.

Defini¢ao 1 Um corpo K é ordenado se K é um conjunto ordenado pela relagdo de

ordem total < e esta ordem é compativel com as operagdes, isto é,

a)sea <bentioa+c<b-+c, Vcek,

b)sea <be0 < centioac < bc.

Outra forma equivalente de dizer que K é corpo ordenado é:

existe um conjunto P (chamado o conjuntos dos elementos positivos) tal que

li)sea € K,entdoa € Pou —a € Poua =0,

2i)sea,b € P,entdioa+b € P,

3i)sea,b € P, entdo ab € P.

Se em K definimos a relacao:

x<y<sy—xePU{0},

e este € um corpo ordenado, entdo representamos por (IK, =+, -, §).

Note que dentro de um corpo ordenado ha uma cépia de N, Z e Q.
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Com relagao ao conjunto dos ntimeros naturais o seguinte principio é fun-

damental.

Teorema 1 (Principio da Boa Ordenacido) Se C AUIN e A /Jentdo A possui um

menor elemento.

Um corpo ordenado K é um corpo ordenado completo se vale o seguinte

axioma (propriedade do supremo):

Propriedade do Supremo: Todo subconjunto ndo vazio A C K limitado supe-

riormente tem um supremo.
Teorema 2 Em um corpo ordenado completo, N ndo é limitado superiormente.

Demonstra¢do: De fato, suponha que seja limitado superiormente e seja ¢ =
supIN. Entdo , ¢ — 1 ndo é cota superior de IN e assim existe n € IN tal que
c—1 < n.Segue que c < n+1 e assim c ndo é cota superior de N, o que é

absurdo. [ ]

Em um corpo ordenado completo, a seguinte propriedade, chamada arqui-

mediana vale:

Proposicao 4 Seja K corpo ordenado completo. Se x > 0, entdo existe n natural tal

que x < n.

Demonstra¢do: Suponha que em K ndo vale esta propriedade. Entdo existe
x € K tal que n < x, Vn. Entdo o conjunto IN em K deveria ser limitado por
x e portanto teria um supremo xo. Logo, xop — 1 ndo seria uma cota superior
para IN. Assim, existe N natural tal que xp —1 < N e assim x( seria menor do

que N + 1, o que é absurdo. n

Como consequéncia temos que entre dois elementos de um corpo ordenado
completo K existe um racional. Isto é, o conjunto dos racionais de K é denso

em K.



Proposicao 5 Seja K corpo ordenado completo. Entdo o conjunto dos racionais de K

é denso em K.

Demonstragio: De fato, se 0 < x < y entdo existe n natural tal que

e assim

x>1
Yy 0

Existe um menor natural m tal que nx < m e entdo x < f em — 1 < nx.

Portanto,
m—1
<x
n
ecomox+%<y, I <y, entdo,
x < m <
n Y

O seguinte teorema estabelece a unicidade do corpo do reais. A prova da

existéncia do isomorfismo serd omitida.

Teorema 3 Existe um corpo ordenado completo R. Se Ry e Ry sdo corpos ordenados,
entdo existe um isomorfismo de corpos ordenados entre eles, isto é, existe uma aplicagio
Y : Ry — Ry bijetora que preserva a estrutura:

)Y¥(x+y)=Y(x)+¥(y),

2i) ¥ (xy) = ¥(x)¥ (),

3i) se x <y, entido ¥(x) < ¥(y).

Duas construgdes do corpo dos ntimeros reais conhecidas foram dadas por
Dedekind e por Cantor. Dedekind desenvolveu sua construgdo dos reais em

1858, mas s6 a publicou em 1872. Neste mesmo ano, Cantor apresentou uma



construgdo usando sequéncias de Cauchy. Pela construgdo do corpo dos reais,
pode-se mostrar que possui a propriedade do supremo. Esse ndo é o nosso

objetivo e por isso vamos admitir conhecidas essa propriedade.

Nesse ponto supomos que ja conhecemos o corpo do niimero reais deno-
tado por R e suas propriedades.

Esse corpo R possui as seguintes propriedades bésicas:

(@) R é ordenado e arquimediano.
(b) R contém IN, Z e Q. Além disso, Q é denso em IR.

(c) Propriedade do Supremo: Todo subconjunto ndo vazio A C R limitado

superiormente tem um supremo.

(d) R é completo.

Observe que (c) e (d) sdo propriedades equivalentes.

1.2 Distancia em IR

Vamos introduzir uma fungdo que serd ttil.

Func¢3ao médulo ou valor absoluto:

f:R = R

x = x|,

onde
x,sex >0
x| =
—x, se x < 0.
Utilizando a fun¢do médulo podemos introduzir a no¢do de distancia entre

dois nameros reais: a distancia entre dois reais x,y € R é denotada por d(x, y)

e é dada por
d(x,y) = |x —yl.
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Note que valem as seguinte propriedades:

(@d(x,y) >0ed(x,y) =0 x=1y.
(b) d(x,y) = d(y, x).
(c) d(x,z) =d(x,y) +d(y,z), desiguladade triangular,

para quaisquer reais X, Y, Z.

Essas propriedades sugerem definir a nogdo de métrica

Definicao 2 Uma métrica ou distdncia em um conjunto X é uma fungio
d: X x X — R com as seguintes propriedades:

(i) d(x,y) >0, e dlx,y) =0 x=y;

(i) d(x,y) = d(y,x);

(iii) d(x,y) <d(x,z)+d(z,y),

x,y,ze X

Um conjunto X munido de uma métrica 4 é chamado de espago métrico.
Representamos isso pelo par (X, d).
De acordo com essa definicdo R munido da métrica dada pela fungdo

modulo é um espago métrico.

Definicao 3 Um intervalo de R é um conjunto I C R tal que se x ey € e

x <s<yentios e I

Por (a,b) denotamos o intervalo dado por

(a,b) ={x € R;a < x < b},

chamado de intervalo aberto.

Por [a,b] denotamos o intervalo dado por

[a,b] = {x e R;a < x < b},

chamado de intervalo fechado.



Por [a,b) denotamos o intervalo dado por

[a,b) = {x € R;a < x < b}.

Por (a,b] denotamos o intervalo dado por

(a,b] ={x € R;a < x < b}.

Vimos que R possui muitas propriedades importantes. Vamos isolar algu-
mas dessas propriedades.
Alguns intervalos especiais podem ser descritos utilizando a métrica de IR.

Por exemplo, seja r > 0 e o intervalo

I={xeR,—r<x<r}

pode ser escrito como

I={xeR;d(x,0) <r}.

Ser>0e
I={xeR,—r<x<r}

pode ser escrito como

I={xeR;d(x,0) <r}.

Por outro lado, o conjunto

{x e R;d(x,xp) <r}

é o intervalo

I={xeR,—r<x—xp<r}

Por analogia com o circulo, chamamos o intervalo acima, de bola aberta

com centro em Xy e raio r.
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O intervalo

I={xeR;,—r<x—x9<r}

é chamado de bola fechada com centro em x e raio r.

1.3 Sequéncias de niimeros reais

Uma seqiiéncia (infinita) de ntiimeros reais é uma fung¢do cujo dominio é o

conjunto dos niimeros naturais:
x:IN— R

E usual representar a imagem x(n) por x,. Também é usual representar
uma seqiiéncia por

(x1,X2,X3,...,X,...) ou resumidamente por (x).

Uma subseqiiéncia de uma seqiiéncia (x,) é a restri¢do de (x,) a um sub-

conjunto infinito N’ de IN.

Definigdo 4 Dizemos que a seqiiéncia (x,) é:
(a) limitada superiormente se existe M € R tal que x, < M, Vn.
(b) limitada inferiormente se existe m € R tal que m < x,,Vn.

(c) limitada se existe K > 0 tal que |x,| < K, Vn.

Exemplos
a) x, = % é limitada, inferiormente por 0 e superiormente por 1.
b) x, = (—1)" é limitada, inferiormente por -1 e superiormente por 1.

c) x, = n? é limitada inferiormente por 0 e ndo é limitada superiormente.

Dizemos que as seqiiéncias (x,) e (y,) sdo iguais se x; = y; para todo i

natural.

Dizemos que a seqiiéncia (x, ) converge para o namero real L, se a diferenga
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|x, — L|, a partir de algum indice 1y, puder ser feita tdo pequena quanto de-

sejado. Em termos matematicos, dizemos isto com a seguinte defini¢do

Defini¢do 5 Dizemos que a seqiiéncia (x,) converge para o niimero real L, se dado

um niimero € > 0 qualquer existe um niimero natural ng tal que

|x, — L| <€, ¥n > ny.

Usamos as notacdes

imx, =L ou x,—1L,
n—oo

para dizer que a seqiiéncia (x,) converge para L.

Se a seqiiéncia ndo é convergente, dizemos que a seqiiéncia é divergente.

Notemos que a seqiiéncia x,, = % converge para 0. De fato, dado o real
1> 0 existe um ntimero natural 1 tal que ng > % Assim, para todo n > ng

temos que
1o-1c
n n

1
o

< E.

J4 a seqiiéncia x, = (—1)" ndo converge para real algum. Também, mas

por outro motivo, a seqiiéncia x, = n ndo converge.

Teorema 4 (Unicidade do limite) Se uma seqiiéncia é convergente, entdo o seu li-

mite é 1inico.

Demonstra¢do: Suponha que lim x, = 4 e lim x, = b. Entdo, dado e > 0
n—oo n—oo
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existe ng tal que

€

|xy —a] < >

e |xn—b|<§, Vn > ny.

Logo,
|a—b|§|xn—a|—|—|xn—b|<§—|—§:e,Vn2n0.

Como € ¢é arbitrario, segue que a = b. Isto conclui a prova do teorema. |

Como vimos nos exemplos, nem toda seqiiéncia limitada é convergente.
e Exemplo 1

Dado um ntmero natual N > 0, a seqiiéncia definida por

1 N
Y41 = 5 | X1 T P

aproxima a raiz quadrada do nuimero natural N ja era conhecido pelos ba-
bilénios 17 séculos antes de cristo. Note que se o chute inicial for um ntiimero
racional, entdo a seqiiéncia gerada é composta apenas de numeros racionais.
Assim, tomando N = 2, geramos uma seqiiéncia de racionais que converge

para o irracional v/2.
Teorema 5 Toda seqiiéncia convergente é necessariamente limitada.

Demonstragido: Suponha que a seqiiéncia (x,,) seja convergente e seja L o seu

limite. Entdo, dado € = 1, existe um natural ny tal que
|lx, —L| <1, Vn > ny.
Logo, para n > ng os termos x; sdo limitados
L-1<x,<1+40L.
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O conjunto dos termos x,, com n < ng, também é limitado pois é um conjunto

finito. Isto mostra o teorema. [ |

Teorema 6 Toda subseqiiéncia de uma seqiiéncia convergente, é convergene.

Demonstragdo: De fato, Seja (x,) uma seqiiéncia convergente para a e (xy,)

uma subseqtiéncia. Dado € > 0 existe 1y tal que
|x, —a| <€, ¥n > ny.
Tomando n; > ng, temos
| Xy, —a| <€, Vng > ng.
E assim segue o resultado. |

- , . 1
Exercicios 1 Verfique que a seqiiéncia x, = converge para .

n
3n+1
Podemos definir uma seqtiéncia, ou listando os seus elementos ou infor-

mando a sua lei de formacéo.

Por exemplo a seqiiéncia dada por
x1=1x=1,x, =x,1+xy_2,n>3.

Neste caso dizemos que a seqiiéncia foi definida recursivamente. Esta é a
seqiiéncia de Fibonacci (1,1,2,3,5,8,13,21,...,). E exemplo de seqiiéncia que
nao converge.

Como exemplo, escreva os elementos da seqiiéncia
x1=1Lx,=n-x,_1,n>2.

Defini¢do 6 Dizemos que a seqiiéncia (x,) é crescente se verifica x, < X1 para

todo n > 1 natural.
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Dizemos que a seqiiéncia (x,,) é decrescente se verifica x, > x,41 para todon > 1
natural.

Chamamos de seqiiéncia mondtona toda seqiiéncia que é crescente ou decrescente.

O seguinte resultado estabelece uma relagdo entre os conceitos de seqiiéncia

monoétona e seqiiéncia convergente.

Teorema 7 Toda segiiéncia mondtona e limitada é convergente.

z

Demonstragio: Seja a sequiéncia (x,). Podemos supor que a seqiiéncia é
mondtona crescente. Como (x,,) é limitada, segue que o conjunto X = {x,,n >
1} é limitado. Logo, pelo axioma do supremo, X possui supremo L. Dado

€ > 0, segue que L — € ndo é supremo de X e assim existe 1y tal que

Xpy > L —€.

Como a seqiiéncia é crescente, segue que

Xn > Xpy > L—€, Vn > ny.

Donde,
0<L—x,<e€ Vn>ny.

O que mostra que a seqiiéncia é convergente. n

Uma prova andloga pode ser feita para provar que o infimo é o limite de
uma seqiiéncia decrescente limitada inferiormente. Deixamos essa parte como
exercicio.

Note que toda seqiiéncia monétona convergente é limitada, pois ja prova-

mos que toda seqiiéncia convergente é limitada.
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1.4 Seqiiéncias de Cauchy

Uma seqiiéncia é chamada seqiiéncia de Cauchy se a partir de algum indice
np os seus termos estdo tdo préximos, entre si, quanto desejado. Em termos

matematicos,

Defini¢do 7 Dizemos que uma seqiiéncia (x,) é de Cauchy se dado € > 0 existe ng

natural tal que se m,n > ng entio tem-se
Xy — x| <e.

Lema 1 Toda seqiiéncia de Cauchy é limitada.

Demonstragio: Seja (x,) uma seqiiéncia de Cauchy. Dado € = 1 existe ny
natural tal que

|xp — x| <1, Ym,n > ny.

Tomando m = ny temos
Xpg — 1 < xp <142y, Vn > ny,

isto é, o conjunto dos termos x,,n > ng é limitado. Os termos anteriores a
ng sdo em quantidade finita e portanto limitados. Segue que a seqiiéncia é

limitada. n

Lema 2 Toda seqgiiéncia convergente é de Cauchy.
Demonstragio: Seja (x,) uma seqiiéncia convergente e suponha que lim x, =
n—o0

a. Entao, para cada € > dado existe np natural tal que

€
|xy —a| < 5 Vn > ny.

Sejam m,n > np, entdo temos

€ €
|xm—xn|:|xm—a—xn+a\§|xm—a|+|xn—a|<§+§:e.
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Isto mostra que a seqiiéncia (x,) é de Cauchy. |

Teorema 8 Se uma seqgiiéncia de Cauchy tem uma subseqiiéncia convergente, entdo a

seqiiéncia é convergente.

Demonstragio: Seja (x,) uma seqiiéncia de Cauchy e (x;, ) subseqiiéncia de
(x,). Por hipotese, existe a tal que x,, — a. Logo, dado € > 0 existe 1y natural
tal que se n; > ng entdo

€
|xp, —a] < 5

Por outro lado, como a seqiiéncia é de Cauchy, para o € > 0 dado existe 11

natural tal que se m,n > ny, entdo

€
|0 — x| < >

Tomemos N = max{ng,n1} e m,ny > N, entdo

€

2:6‘.

€
|xm — al < |xp — x| + X0, —a] < 5T
Isto conclui a prova do teorema. |

Teorema 9 Em R toda seqiiéncia de Cauchy é convergente.

A prova desse importante resultado depende do Teorema de Bolzano-

Weierstrass,

Teorema 10 (Bolzano-Weierstrass) Toda seqiiéncia limitada do R possui uma sub-

seqiiéncia convergente.

Demonstragio: Suponha que temos uma sequéncia limitada (x,) no conjunto
dos ntimeros reais. Isso significa que existe um intervalo I = [a, b] que contém

todos os termos da sequéncia. Dividimos esse intervalo ao meio obtendo dois

I} = [a,a;b] el = {a;b,b].

subintervalos
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Verificamos que pelo menos um dos subintervalos contém infinitos termos
da sequéncia. Escolhemos esse subintervalo como o novo intervalo [a1, b1] cujo
comprimento é b%”

Em seguida, repetimos o processo, dividindo o intervalo [a1,b1] a0 meio e
verificando que pelo menos um dos subintervalos contém infinitos termos da
sequéncia. Novamente, escolhemos esse subintervalo como o novo intervalo
[a2, ba] cujo comprimento é bz;z“.

Repetimos o processo sempre escolhendo um subintervalo que contenha
infinitos termos da sequéncia, as esses subintervalos chamamos intervalo [a,, b,]
cujo comprimento é bz;na

Essa construgdo nos dd uma sequéncia de intervalos fechados [a,, b,| que
sdo encaixados.

Como cada subintervalo [ag, bx] contém infinitos elementos da sequéncia
(x1), podemos escolher em cada um deles um elemento x,, tomando o cui-
dado de escolher o elemento que tenha o menor indice 1. Desse modo tem-se
que:

nm<ng<...<ng....

A escolha dos indices ny é possivel pelo principio da boa ordenacao.

Afirmamos que a subsequéncia (x,, ) é convergente.
—a

Note que lgn (by —a,) = lim = 0. Portanto, convergem para o
n—oo

k—oo 21
mesmo limite que chamaremos de c.
Além disso, como a, < x,,, < by, segue que limy_,, X, = C.
Assim, extraimos da sequéncia (x,) uma subsequéncia (x,,) que é conver-
gente.

Isso demonstra que toda sequéncia limitada do conjunto dos ntimeros reais

possui uma subsequéncia convergente. |

Um corpo em que toda seqiiéncia de Cauchy é convergente é chamado de
corpo completo, assim o teorema 9 diz que o corpo R é completo.

Quando introduzimos o corpo dos ntimeros reais assumimos o axioma do
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supremo: todo subconjunto de R nao-vazio e limitado superiormente tem
um supremo. Isto é equivalente a R ser um corpo completo. Temos assim

duas formulagdes equivalentes para corpo completo.

Demonstra¢io do Teorema 9: Seja (x,) uma seqiiéncia de Cauchy em R.
Como ja vimos, o conjunto X = {xy, k € IN} é limitado em R. Pelo teorema de
Bolzano-Weierstrass, existe uma subseqiiéncia (x,, ) convergente para a € R.

Segue que a seqiiéncia (x,) é também convergente para a. |

Podemos resumir o resultado o teorema 9 com o seguinte corolario.
Coroldrio 1 R é um corpo completo.
Proposigao 6 Nio existe racional q tal que q* = 2.

Demonstragdo: A prova é por contradicdo. Suponha que exista racional g tal
que g% = 2. Podemos supor que g = m/n onde m e n ndo possuem fatores em
comum. Logo,

2= g% = m?/n?

e assim m?2 = 2n2.

Segue que m é par, isto é, m = 2k para algum k natural, e portanto
2n% = m? = 4k%.

2

Segue que n? = 2k2. Isto significa que n? é par e portanto, n é par. Isto

contradiz a hipétese de m e n ndo terem fatores em comum. n

Teorema 11 Seja S = {7 € Q : g > 0 e g> < 2}. Entito, sup(S) = /2.
Demonstra¢ao: Vamos dividir a demonstragcdo em partes.

Afirmacao 1: S ¢é ndo vazio e limitado superiormente.
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S é ndo vazio, pois claramente 1 € S. Além disso, 2 é uma cota superior
para S, pois se x > 2 entdo x> > 22 = 4 > 2, e assim qualquer numero maior

do que 2 ndo pode pertencer a S.

Afirmagao 2: O supremo of S em R é \/2.

Pela propriedade do supremo dos ntiimeros reais, a = sup(S) existe. Preci-
samos provar que a> = 2. Para fazer isso, vamos considerar duas possibilida-
des a® < 2 e a®> > 2 e mostrar que as duas levam a contradicdo.

(i) Suponha a® > 2.

Vamos mostra que existe b > 0 em R que é menor do que 4 e que também
satisfaz b* > 2.

Isto significa que b é também uma cota superior para S, contrariando a
definicao de a.

De fato, vamos verificar que se b é positivo e satisfaz b?> > 2, entdo b é uma

cota superior. Note que para qualquer g € S,
(b—q)(b+9q) :bz—q2 > 0.

Como b e g sdo ambos positivos, dividimos ambos por b + g para obter(b —
qg>0.)

Para mostrar que um tal b existe, considere b = a — 6 onde § > 0. Entao,
b —a* = (b—a)(b+a)

assim b?> = a> — 5(b +a). Como b+a < 2a (assumimos § > 0 entdo b =
a—o6<a)
b? > a* — 24a.

Se tomarmos

a2 —2
o=
2a >0,

entio isto nos diz que b*> > 2. Devemos verificar que esse valor de J torna
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b > 0. Mas

1 1
b=a—0=—(2a"—a*+2) = —(a*+2) > 0.
a 2a(a a“+2) 2a(a+)>
(i) Suponha a*> < 2. Vamos mostrar que existe um elemento de S que é
maior do que g, isto contradiz o fato de a ser uma cota superior de S. Nova-
mente,, a idéia é escrever b = a + 0 para 6 > 0 e escolher J apropriado.

Como antes,
V=a>+(b—a)(b+a)=a*+5(b+a)

Para obter b? < 2, precisamos 6 < (2 —a?)/(b + a). Existe um problema com
isto: ndo sabemos o que b é.

Mas se b serve para todos, ele certamente tem que ser menor do que 2, e
assim tomamos

6= (2—a*/(2+a).

Primeiro, escolhemos § > 0 pois estamos assumindo que a*> < 2, e entdo

b>a>0.
A seguir,
2—a®> 2a+4a%2+2—a a+1
b= 5 = = =2 <2
a+ a+2—|—a 2+a a+2
Thus,

_a—a? <2—a2
" 24a " b+a’

e assim, b> = a?> +6(b+a) < a®+ (2 —a?) = 2.

Isto d4 uma contradicdo? Nao ainda, porque embora b > 0 e b*> < 2, b
provavelmente ndo estd em Q, e assim nado estd em S.

Podemos contornar essa dificuldade facilmente: usando a densidade de Q,
corolario 11. Podemos encontrar um racional g com a < g < b. Entdo, g > 0Oe

q> < b* < 2,assim g € S, mas g > a, dando a contradicéo. |
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Capitulo 2

Propriedades de Limites de Funcdes

2.1 Limites de Fun¢oes

Na sec¢do anterior ja provamos que R é completo. Mas para facilitar a lingua-

gem, em todo esse texto admitiremos o seguinte axioma:

Axioma 1 (Completude do conjunto dos reais) Todo subconjunto dos reais limi-

tado superiormente admite um supremo.

Desse axioma, concluimos que todo subconjunto dos reais limitado inferi-

ormente admite um infimo.

Definicao 8 (Pontos de acumulacdo) Seja X C IR. Dizemos que um ponto a € R
é um ponto de acumulagio do conjunto X quando todo intervalo de centro a contém

algum ponto de X, diferente de a. Em outras palavras,
Ve>0,IxeX; 0< |x—a| <e.

O conjunto de todos os pontos de acumulagdo de X sera denotado por X,
chamado o derivado do conjunto X.
Um ponto que ndo é de acumulacdo é chamado isolado.

Um ponto de acumulac¢do pode ou ndo pertencer ao conjunto.
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Se X = {1, %, %, e, %, ..., }, entdo 0 é o tnico ponto de acumulagdo e ndo

pertence ao conjunto. Todos os demais sdo isolados.

Teorema 12 Seja X C R ea € R. Sdo equivalentes:
a) a é ponto de acumulagdo de X.
b) existe uma sequéncia (xy) de pontos de X, como xi # a, tal que lim x;, = a.

c) todo intervalo aberto de centro a contém uma infinidade de pontos de X.

Teorema 13 Seja f : X C R — R ea € X um ponto de acumulagio de X. Entdo,

lim f(x) =

xX—a

se, e somente se, para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que
0<|x—a]<é, xeX

implica que

|f(x) —b| <e.

Note que o limite quando existe é tnico. De fato, se b e b’ sdo limites, entdo

dado € > 0, existe 6 > 0 tal que se 0 < |x —a| < ¢ tem -se
If(x)—b| <€ |f(x) =] <e

Logo, temos

b=t < [f(x) = b] + |f(x) - V| < 2e.
Como € é arbitrario, segue que b = b'.

Teorema 14 (Propriedades de limites de fungdes) Sejam f,g : X — R uma

fungdo, a € R um ponto de acumulacido de X e c € R. Suponha que

lim f(x) =L, e limg(x)= M.

X—a X—a
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Entdo, valem as sequintes propriedades:

(1). limy_s,[c- f(x)] =c- L.

(3). Regra do Produto: limy_,, [f(x) - g(x)] = L - M.

o i X)L
(4). Regra do Quociente: )1(11}1}1 o) - M’ desde que M # 0.
(5). Regra da Poténcia: lign [f(x)]

Observacao 1 O limite de polindmio e limite de fungées racionais decorrem das pro-

priedades acima.

Observe que a fun¢do pode ndo estar definida no ponto a e muitas vezes
ndo estd, pois como a é apenas um ponto de acumulacdo de X pode ocorrer

que a € X.

e Exemplo 2

21
1. Seja f(x) = J;_ T Vx # 1. Notemos que f ndo esta definida em x = 1.

Queremos investigar o limite lim,_,; f(x). Como x # 1, podemos escrever

f(x) como
flx) = x?—1 _ (x=D(x+1) a1

x—1 x—1

Logo, limy_,1 f(x) = limy,1(x +1) = 2.

Vocé pode fazer um desenho e ver graficamente que isto de fato ocorre.

2. Seja f(x) = Vx —2, Vx > 2. Queremos investigar o limite lim, 5 f(x).
Por inspe¢do, vemos que lim,_,, f(x) = 0. Para provar isto, tomemos € > 0 e
devemos encontrar § > 0 tal que 0 < |x — 2| < § implica |f(x) — 0] < e. De

fato,

If(x) =0l =|Vx—2-0]=|Vx-2| <es (x—2) <€
Logo, basta tomar § < €.

Teorema 15 (Teorema do Confronto ou Sanduiche) Seja f,g,h : X — Rea
ponto de acumulacio de X. Suponha que f(x) < g(x) < h(x),Vx € X. Se

limyq f(x) = limy—, h(x) = L, entdo limy_,, g(x) = L.
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Demonstragio: Como lim,_,, f(x) = limy_,, h(x) = L dado € > 0 existe § > 0

tal que se 0 < |x — a| < §, entdo
|f(x)—L| <€ e |h(x)—L| <e.

Segue que

L—e<f(x)<e+L e L—e<h(x)<e-+L.

Donde, para x tal que 0 < |x — a| < ¢, tem-se
L—e< f(x)<g(x)<h(x)<e+L.
Isto é, [g(x) — L| < €, para x tal que 0 < |x —a| < 6. [ |

Definicdo 9 Seja X C R. Dizemos que a é um ponto aderente a X se exite uma
sequéncia (x,) de pontos de X que converge para a. Dizemos que o conjunto X é

fechado se contém todos os seus pontos de aderéncia.

Ao conjunto de todos os pontos de aderéncia de X chamamos de o fecho
de X e denotamos por X. Note que todo ponto de acumulagido de X é também
um ponto de aderéncia de X.

Um conjunto X C R é dito compacto, se for limitado e fechado. Os inter-

valos [a, b] Sdo conjuntos compactos de R.
Observagdo 2 (Limites Fundamentais)
Os seguintes limites sdo chamados de fundamentais:

1
1) Li in(—) = 0.
) xlgbxsm(x) 0

Seja f(x) = xsin(1) para x # 0. Como —1 < sin(u) < 1 para todo u € R,
temos a desigualdade |f(x)| < |x]|, ou seja,

—lx| < f(x) = xsin(l) < |x|,Vx #0

X =
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Como lim,_,¢ |x| = 0, segue do Teorema do sanduiche que lim,_,o f(x) = 0.

sin(x) _1

2) lim

x—0 X
Dado € > 0 devemos achar § > 0 tal que

[f(x) =1] <e

para todo x € (—¢,6). De fato, como

sin(x)

| — 1] = [x[| sin(x) — x|

e perto de zero |sin(x) — x| é limitada, por exemplo por 1, e |x| tende, segue

que

sin(x)
X

—1] = |x||sin(x) — x| < |x].
Assim, dado € > 0 tome § = €.

3) limy 0o (1 + %)x =e.
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Capitulo 3

Propriedades das Funcoes

Continuas

As fungdes continuas possuem intimeras propriedades importantes. Vamos
estudar aqui as propriedades mais elementares. No momento, ainda néo te-
mos maturidade para estudar algumas delas, mas devemos insistir para ad-
quirir essa maturidade.

Em todo esse texto admitiremos o seguinte axioma:

Axioma 2 (Completude do conjunto dos reais) Todo subconjunto dos reais limi-

tado superiormente admite um supremo.

Desse axioma, concluimos que todo subconjunto dos reais limitado inferi-

ormente admite um infimo.

3.1 Continuidade

Definicdo 10 ! Seja f : X C R — R. Dizemos que f é continua em a € X quando

Ve >0, 30 >0;|x —a| <dxeX=|f(x)— f(a)| <e.

laqui supde-se implicitamente que a € X seja um ponto de acumulagio de X.
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Ou equivalentemente, conforme provaremos mais tarde, dizemos que f é
continua em a quando

a) f estd definida em 4, e

b) limy_,, f(x) = f(a).
e Exemplo 3

a) Se T : R = R é linear ou afim, entdo é continua em todos os pontos do
dominio.

b) Dizemos que f : X C R — R é Lipschitziana se existe K > 0 tal que

[f(x) = fy)| < Klx =y,

para todo par x,y € X. Toda fungdo Lipschitziana é continua.

Demonstre isso.

Teorema 16 (Construcio de fungdes continuas) Sejam f,g : X C R — Re
a € X. Se f e g sdo continuas em a, entdo valem:

a) kf é continua em a

b) (f + g) é continua em a

c) f.g é continua em a

d) Se g(a) # 0, entio Jg—f é continua em a.

Teorema 17 (Continuidade da funcdo composta) Sejam X C ReY C R, e
f:X —=>Reg:Y — R fungdes. Suponha que f(X) C Y e assim (go f) estd
definida em X. Se f em continua em a € X e g continua em b = f(a), entdo (go f)

é continua em a € X.

Demonstra¢ido: Dado € > 0, devemos provar que existe 6 > O tal que x € X e

|x —a| < ¢ implica que

(g0 f)(x) = (g f)(a)] <e.
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Dado € > 0, como g é continua em b = f(a) existe y > 0 tal que paray € Y
e |y — b| < 7y tem-se
8(y) —g )] <e.

Como f é continua em a existe, para y > 0 dado, um J > 0 tal que para

x € Xelx—a|l <dtem-se

f(x) = fla)] <.

Logo,
(g0 f)(x) = (gof)(a)] <e,

que € 0 que queriamos. |

3.2 Propriedades

Definicao 11 Seja X C R. Dizemos que a é um ponto aderente a X se existe uma
sequéncia (x,) de pontos de X que converge para a. Dizemos que o conjunto X é

fechado se contém todos os seus pontos de aderéncia.

Dessa definigdo, concluimos que se X é fechado e a € X, entdo existe uma
sequéncia (x,) de elementos de X tal que x,, — a.

Ao conjunto de todos os pontos de aderéncia de X chamamos de o fecho
de X e denotamos por X. Note que todo ponto de acumulagéo de X é também
um ponto de aderéncia de X.

Um conjunto X C R é dito compacto, se for limitado e fechado. Os inter-

valos [a, b] sdo conjuntos compactos de R.

Teorema 18 Seja f : X C R — R. Entdo, f é continua em a se, e somente se, para

toda sequéncia (xi) € X tal que x — a tem-se limy_,, f(xx) = f(a).

Demonstragio: —>| Dado € > O existe 6 > O tal quese x € (a —4d,a+6) N X

tem-se |f(x) — f(a)|] < e. Como limx, = a, existe np € N tal que x, €
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(a—9d,a+6)NX, para todo n > ngy. Logo,
|f(xn) — f(a)| <€, ¥n > ny.

Isto é, limy o f(xx) = f(a).

<=]| Reciprocamente, se f ndo é continua em 4, entdo existe ¢ > 0 tal que
para cada k € N podemos obter x; € X com |x; —a| < } e |f(xx) — f(a)| > €.

Entdo, temos x; — a sem que lim f(x;) = f(a). O que é absurdo. |

O teorema acima nos diz que uma funcao é continua se, e somente se, leva

sequéncias convergentes em sequéncias convergentes.

Teorema 19 Seja f : (a,b) — R continua em ¢ € (a,b). Suponha que f(c) > 0.
Entdo, existe 6 > 0 tal que se x € (¢ — d,¢c + ) entdo f(x) > 0.

Demonstragdo: Como f continua em ¢ € (a,b), dado € > 0 existe § > 0 tal
que se V5 = |x —c¢| < 4, entdo |f(x) — f(c)| < e. Donde segue que —e <

f(x)— f(c) < e. Isto ¢,
Flc) —e < f(x) < flc) +¢Vx € V.
Para e < f(c) dado, existe 5, > 0 tal que
0< f(x) < f(c)+€Vxe Vg,

assim f(x) > 0 para todo x € Vj,. |

Vale um resultado anélogo para f(c) < 0. Deixamos esta parte como

exercicio.

Um intervalo compacto é um intervalo limitado e fechado I = [4,b]. Uma

sequéncia de intervalos compactos I é dita encaixada se I;,1 C Ii, para todo
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k natural. O préximo resultado, é uma importante ferramenta muito utilizada

na prova de outros resultados.

Teorema 20 (Intervalos encaixados) Seja (Sx) uma sequéncia de intervalos com-

pactos encaixados de R. Entdo , a intersegdo deles é nio vazia, isto €,

Demonstragio: Seja (I;) uma sequéncia de intervalos compactos Iy = [ay, by].

Sejam

A = {ak,kEN}
= {bk,kEN}.

Como a sequeéncia é encaixada cada elemento de B é um limite superior para
A. Seja a = sup A, (estamos admitindo que todo subconjunto limitado supe-
riormente dos reais admite um supremo) entdo a; < a < by para cada k € IN.

Segue que a € Iy, Vk € IN, provando que a intersegdo é ndo vazia. n

Como aplicacdo podemos agora provar que R é ndo enumerdvel.
Corolario 2 IR é nao enumerdvel.

Demonstragio: Basta provar que [0, 1] é ndo enumeravel. Se fosse enumerével,
tomariamos f : IN — [0, 1] sobrejetora, entdo f(1) ndo estd em pelo menos
um dos intervalos [0,1/3], [1/3,2/3], [2/3,1]. Seja I; este intervalo. Que-
brando este intervalo em trés outros subintervalos congruentes, pelo menos
um deles ndo contém f(2). Denote este intervalo por I,. Continuando desta
maneira, obtemos uma sequéncia de intervalos compactos encaixados (Ij) tal

que f(k) € If, Yk € N, onde I{ é o complementar de I;. Segue que
fIN) € U T = (M Te)*
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VI

Figura 1: Ilusragdo do Teorema do valor intermediério

Isto contradiz a hip6tese que f é sobrejetora porque a intersecdo da sequéncia

(I;) é ndo vazia. |

Teorema 21 (Teorema do valor intermediario) Seja f : [a,b] — R continua.

Sejad € R tal que f(a) < d < f(b). Entdo, existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = d.

Demonstragio: Seja ¢(x) = f(x) —d,x € [a,b]. E claro que g é continua,
g(a) <0eg(b) >0. Sejama; =a,by =bem = @ Notemos que g(my)
ou é igual a 0, ou maior do que 0 ou é menor do que 0. Se for igual a 0, entdo
tomamos ¢ = m; e a prova estd terminada.

Se g(mq1) > 0, defina ap = a1 e b, = my. Se g(m1) < 0, entdo defina
a, = my e by = by. Em cada caso, temos g(a;) < 0 e f(bp) > 0. Novamente

seja my = 2t

. Calcule g(my). Se g(my) valor for igual a 0, o resultado esta

provado com ¢ = mjy. Se g(my) > 0 seja az = ap e by = my. Se g(my) < 0 seja

a3 = my e by = by. De novo, em cada caso, g(a3) < 0e g(b3) > 0.
Continuando dessa maneira, ou encontramos uma solugdo ap6s um nimero

finito de passos ou encontramos uma sequéncia [an, bn] de intervalos compac-
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tos encaixados tal que

Segue do Teorema dos intervalos encaixados segue que existe ¢ € (a,b) tal
que lim, e a4y, = ¢ = limy_y00 by. Do Teorema 18 segue que g(a,) — g(c) e

8§(bn) — g(c).
Como g(c) <0 < g(c) segue que g(c) = 0 e portanto f(c) = d. [

O seguinte teorema é um resultado simples sobre existéncia de ponto fixo.

Teorema 22 Toda aplicaciio continua f : [a,b] — [a,b] tem pelo menos um ponto

fixo.

Demonstragio: Defina a seguinte aplicagdo ¢ : [4,0] — R dada por g(x) =
f(x) — x. Assim g mede a distancia orientada entre x e sua imagem f(x). Um
ponto fixo de f é um ponto x onde g(x) = 0. Se um dos extremos do intervalo
é ponto fixo nada temos a provar. Entdo suponha que nenhum deles seja ponto
fixo. Como f(a) e f(b) estdo no intervalo [a, b] segue que a < f(a) e f(b) < b
e portanto g(a) > 0 e g(b) < 0. Como g é continua, existe xg € [a,b] tal que

g(xg) = 0 e portanto f(xp) = xo. [ |

O teorema acima pode ser visualizado no gréfico.

Teorema 23 Toda aplicagio continua de um circulo na reta tem um par de pontos

diametralmente opostos com mesma imagem.

Demonstragio: Seja f : C — R uma aplica¢do continua do circulo C na reta
R. Se x e x’ sdo pontos diametralmente opostos sobre C, defina g : C — R
dada por g(x) = f(x) — f(x’). Como f é continua, entdo ¢ também é. Além

disso,
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Figura 2: O ponto fixo ocorre onde y = x e f(x) se cruzam.

Segue que ¢ tem sinais opostos em x e em x’ ou é zero em x e x'. Se g(x) =0,

entdo f(x) = f(x’). No outro caso, como g é continua existe um ponto xy tal

g(x9) =0, isto &, f(xg) = f(x{). [ |

O mesmo resultado vale para a esfera. Prove isto. Tomando a Terra como
uma esfera, e a fungdo como temperatura, entdo em cada instante, existem

pontos diamentralmente opostos na terra com a mesma temperatura.
Teorema 24 Seja f : I — R continua ndo constante. Entdo, f(I) é um intervalo.

Demonstracdo: Lembramos que um conjunto S C R é um intervalo, se e
somente, se satistaz as seguintes propriedades:

i) S contém mais do que um ponto;

2i) se x1,xp € Sex € (x1,xp), entdo x € S.

Vamos provar que f(I) satisfaz as propriedades acima.

Como f ndo é constante, sua imagem f(I) tem mais que um ponto. Sejam
y1,y2 € f(I). Segue que existem x1,x, € I tais que f(x1) = y1 e f(x2) = yo.
Suponha, para fixar as idéias que x; < xp. Como f é continua em [x1, x7]

podemos aplicar o o teorema do valor intermedidrio, assim dado y € (y1,2)
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existe x € (xq,xp) tal que f(x) = y. Verificando que f(I) satisfaz a segunda

condi¢do. Logo, f(I) é um intervalo. [

O teorema de Bolzano-Weierstrass é um dos mais importantes resultados

da Anélise real.

Teorema 25 (Bolzano-Weierstrass) Todo conjunto infinito limitado E de R tem um

ponto de acumulagdo.

Demonstracdo: Como E ¢é limitado, entdo estd contido em algum intervalo
compacto S. O intervalo S pode ser coberto por um ntiimero finito de subin-
tervalo onde cada um deles tem dimensdo igual a metade da dimensdo de S.
Pelo menos um desses subintervalos contém um subconjunto infinito E; de
E. Seja S; este subintervalo contendo E;. Repetindo o processo com o con-
junto infinito e limitado E; obtemos um subintervalo S, de dimensdes igual a
metade das dimendes de S; e que contém um subconjunto infinito E, de E;.
Seguindo este procedimento construimos uma sequéncia (Si) de subinterva-
los compactos onde cada um contém um subconjunto infinito. Pelo teorema
dos retangulos encaixados existe um elemento a € Si, Vk € IN. Seja B a bola
de centro a e raio € > 0 qualquer. Como as dimensdes de cada Sy é 27 ve-
zes as dimensdes de S, entdo Sj estard dentro de B para k suficientemente
grande. Assim, B contém um conjunto infinito de E e portanto a é um ponto

de acumulagéao. ]

Teorema 26 Seja f : X C R — R continua. Se K C X é compacto, entdo f(K) é

compacto.

Demonstragio: Primeiramente vamos provar que f(K) é fechado. Seja y €
f(K). Entdo, y = limy;, onde y; € f(K). Logo, yx = f(xx), onde x; € K.

Como (xy) é limitada, existe subsequéncia (xy,) tal que x;, — x € K. Logo,

y = 1lim f(x,) = f(x)
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e assim, y € f(K).

Agora provaremos que f(K) é limitado. De fato, se ndo fosse limitado,
obteriamos uma sequéncia (xx) de elementos de K tal que f(xx) > k. Logo,
(f(xx)) ndo admite subsequéncia convergente. Mas (x;) tem subsequéncia

convergente e lim x; = x € K. Pela continuidade de f, temos

lim f(x;,) = f(limx,) = £(x),
uma contradicdo. ]

Corolario 3 Seja f : [a,b] — R continua. Entdo, f(I) é um intervalo compacto.

Demonstragio: Ja provamos que f(I) é um intervalo e no teorema acima f(I)

compacto. Logo, f([a,b]) = [c,d], para algum intervalo [a, d]. [

Como caso particular do teorema 26, temos o seguinte resultado impor-

tante em otimizagdo de fungdes reais.

Teorema 27 Seja K um conjunto compacto de R e f : K — R continua. Entdo , f

assume valores mdximo e minimo sobre o conjunto K, isto é, existem xy e x1 € K tais
que f(xo) < f(x) < f(x1),Vx € K.

Demonstragido: Sabemos que f(K) é compacto e portanto é limitado e fechado.
Como f(K) C R é fechado e limitado superiormente, entdo tem um maximo.

Do mesmo modo f(K) tem um minimo. Entdo, existem x( e x; elementos de

K tais que f(xg) < f(x) < f(x1). [

3.3 Continuidade Uniforme

Defini¢ao 12 Seja f : X — IR uma fungdo. Dizemos que f é uniformemente
continua sobre X se para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que se |x —y| < dex,y € X,

entdo

f(x) = fy)l <e.
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A defini¢do diz que o mesmo ¢ serve para cada par de pontos x,y € X.

Teorema 28 Seja f : [a,b] — R uma funcio continua. Entdo, f é uniformemente

continua sobre [a, b].

Demonstra¢io: A prova é por contradi¢do. Se f ndo é uniformemente continua
sobre [a,b], existe € > 0 para o qual ndo existe 6 > 0 com a propriedade
|f(x1) — f(x2)] < € para todos os pares x1, X € [a,b] com |x; — x| < . Entdo,

para cada 6 = % exite um par de pontos x1 ,, X2 , de [a,b] tal que

1
X1 —2onl < e [f(xan) = flxan)| 2 e (3.1)

Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, o conjunto S = {x1,,x2,,1n € N}
tem uma subsequéncia (x1,, ) convergente para xg € [a, b].

Como |x1,, — X2, | < % segue que X, — Xo.

Como f é continua temos que f(x1,,,) — f(x0) e f(x2,n,) — f(x0) . Assim,

existe natural ng tal que se n > ng entdo
€
£ (1m0 = fx0)| < 5,

£ (x2n) = ()] < 5.

Logo,

F ) = £ G| < |f(ram) = Fo)| + |f(xin) = fx0)] < 545 =e.

O que contradiz (3.1). |

3.4 Exercicio

1. Use o teorema do valor intermedidrio para provar que para cadan > 1e

d > 0 a equagdo x" = d tem uma solugao.
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2. A fungdo f : [-2,2] — R dada por f(x) = 1 — x? é continua. Portanto,
assume maximo e minimo. Determine esses pontos.

3. Mostre que a fungdo g(x) = x® + 2x,Vx € IR, é estritamente crescente e
conclua que possui inversa.

4. Verifique que a fungdo f(x) = x> + x — 1 possui um ponto fixo.

5. Mostre que a funcdo g(x) = sin(x),Vx € R é uniformemente continua.

Sugestdo: use que sin(a) — sin(b) = 2sin(%52) cos(“H0).
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Capitulo 4

Propriedades das Funcoes

Derivaveis

4.1 Introducao

Dizemos que f : R — R é derivédvel em x, e sua derivada é f'(x), se

(0) = i LD = 1)

h—0

se o limite existe.

Se f'(x) existe para todo x do seu dominio, dizemos que f ¢ derivavel.
Propriedades 1 Sejam f e g funcdes deriviveis em a e k € R. Entdo,
(a) se f(x) =c, entio f'(x) = 0.
® (f+8)'(x) = f(x) +&'(x).
(c) (kf)'(x) = kf'(x).
@ (f2)(x) = F(x)-g(x) + f(x).8'(x).

£\ (o = f0)8(x) = f(x).8'(x)
© (g) )= §%(x) '
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Teorema 29 Se f tem derivada em x = a, entdo f é continua em x = a.

Demonstragdo: como f’(a) existe, devemos provar que limy_,, f(x) = f(a).

Ou equivalentemente,

lim f(a+h) = f(a).

h—0

Dado h # 0, temos que

Flath) = f(@)+ [fla+ 1) — fa)] = fla) + LEF =S,

Tomando o limite quando / tende a zero, obtemos que

iy f(a-+) = f(a) + fim | LEEE =IO oy — )+ 1000 = fa)

h—0

Isto conclui a prova do teorema. |

Teorema 30 (Regra da Cadeia) Sejam g : [a,b] — Re f : [c,d] — R deriviveis
tal que ¢([a,b]) C [c,d]. Entdo, f o g : [a,b] — R é derivivel e

(fo8)'(x) = f(g(x))-8'(x).

Demonstragio: Vamos provar que f o ¢ é derivavel em xy € (a,b). Devemos

provar que o limite a seguir existe:

lim L2 8)(x0 +h) = (fog)(xo)
h—0 h

De fato, podemos reescrever a igualdade acima

(fog)(xo+h) —(fog)(xo) _ f(g(xo+h))—flg(x)) glxo+h)—g(x)

h (xo+h) g(xo0) h

Como g é continua, entdo g(xo +h) — g(xg) — 0 quando h — 0. Assim, I
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existe pois f é derivavel e do mesmo modo II existe, pois g é derivavel. Logo,

(fo8)'(x) = f(g(x)).8'(x).

Isto conclui a prova do teorema. |

4.2 Propriedades

Teorema 31 Seja f : (a,b) — R derivivel com f'(x) > 0 para todo x € (a,b).

Entdo, a fungio f é estritamente crescente.

fath) —f(x)

Demonstragdo: De fato, como o limite f’(x) = limy,_,o =—=—~ existe e é
maior do que zero, entdo para h suficientemente pequeno,w > 0.
Logo, se h > 0, entdo f(x 4+ h) > f(x) para todo x € (a,b). Se h < 0, entdo

f(x+h) < f(x) para todo x € (a,b). Segue que f é estritamente crescente. W

Um resultado andlogo vale para f'(x) < 0, neste caso f serd estritamente
decrescente. Deixamos essa parte como exercicio.
Sabemos que toda fungdo estritamente crescente (ou decrescente) é injetora,

assim restringindo f a sua imagem ], obtemos f : (4,b) — ] bijetora.
Teorema 32 Seja f : (a,b) — R derivivel tal que f'(x) > 0 para todo x € (a,b).
Entdo, a fungio inversa de f, aqui representada por g, existe e vale

SO = Faen

Demonstragio: Como f/(x) > 0 para todo x € (a,b), entdo f é estritamente
crescente e portanto possui inversa. Este é um resultado que provamos. Seja

g a sua inversa. Queremos provar que o limite abaixo existe

lim SW k) —g(y)
k—0 k
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Pelo TVI, todo vy + k, para k suficientemente pequeno, pode ser escrito

como imagem de f. Seja x = g(y) e h = g(y + k) — g(y). Entdo,

x=8(y), egly+k)=gy)+h=x+h

Logo, o quociente fica

gy+k) —gy) _ h _ 1
k flacrh) = flx) ~ fath—fG)

Quando i — 0 temos que k — 0. E reciprocamente, quando k — 0, existe

um unico valor & tal que f(x +h) = y +k, pois f é invertivel. Logo, h — 0.

Segue que
1
/ — .
SV P
Analogo, para f’(x) < 0. Isto conclui a prova do teorema. |

Definigao 13 Seja f : I — R e xg € I. Dizemos que xo é ponto de mdximo absoluto
de fem I, se f(x) < f(xg), para todo x € I. Nesse caso, f(xg) é o valor mdximo
absoluto de f.

Dizemos que xg é ponto de minimo absoluto de f em 1, se f(xo) < f(x), para

todo x € I. Nesse caso, f(xg) é o valor minimo absoluto de f.

Definic¢ao 14 Seja f : I — R e xg € X. Dizemos que xq é ponto de mdximo local de
f em 1, se existe um intervalo aberto | C I tal que f(x) < f(xg), para todo x € J.
Nesse caso, f(xg) é um valor mdximo local de f.

Dizemos que xq é ponto de minimo absoluto de f em 1, se existe um intervalo
aberto | C I tal que f(xg) < f(x), para todo x € ]. Nesse caso, f(xq) é um valor

minimo local de f.

Maéximos e minimos absolutos também sdo chamados de extremos globais
e maximos e minimos locais sdo chamados de extremos locais. Na figura 4.2,
vemos que maximo e minimo globais ocorrem nos extremos do intervalo, e o

maximo e o minimo locais ocorrem no interior do intervalo.
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mEximo e m nimo

o

Figura 1: Méaximos e Minimos

Teorema 33 Seja f : [a,b] — R continua e derivivel em (a,b). Suponha que f

assume seu valor maximo em xo € (a,b). Entdo, f'(xg) = 0.

Demonstragio: De fato, como f(xo) > f(x),Vx € (a,b), e

f(x0) = limy,_,q w existe, entdo obtemos para i > 0 que f'(xp) < 0.

Se h < 0 obtemos que f'(xp) > 0. Logo, f’(xg) = 0. |

Observagdo 3

Um resultado andlogo vale quando f assume o seu minimo em algum ponto

do interior do dominio. Deixamos esssa parte como exercicio.

Resumindo: Se f assume mdaximo e minimo no interior de se dominio, entdo

a derivada se anula nesses pontos.
Definigdo 15 Um ponto xg tal que f'(xo) = 0 é chamado de ponto critico de f.

Como vimos acima no teorema 33, os pontos de méximo e minimo locais
de uma fungdo sdo pontos criticos. Mas (isso é importante) existem pontos

criticos que ndo sdo pontos de maximo ou minimo locais.
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Teorema de Rolle

Figura 2: Teorema de Rolle

Teorema 34 (Teorema de Rolle) Seja f : [a,b] — R continua e derivivel em

(a,b). Se f(a) = f(b) =0, entdo existe xy € (a,b) tal que f'(xo) = 0.

Demonstragio: Se f(x) = 0, entdo ndo ha o que provar. Se f(x) # 0, entdo f
deve ser ou positiva ou negativa em algum lugar. Suponha que f é positiva,
pelo teorema do extremo, f assume o maximo em algum ponto xg de (a,b),
portanto f’(xg) = 0. Supondo que f seja negativa, aplicamos o teorema do

extremo para o minimo. n

Outra versdo do Teorema de Rolle é dada a seguir, onde a condicdo f(a) =

f(b) =0 é retirada.

Teorema 35 (Teorema de Rolle-II) Seja f : [a,b] — R continua e derivivel em

(a,b). Se f(a) = f(b), entdo existe xo € (a, b) tal que f'(xy) = 0.

Demonstragio: Suponha que f(a) = f(b) = m e defina g(x) = f(x) —m,Vx €
[a,b]. E claro que g é continua em [a,b] e derivavel em (a,b). Aplicando o
Teorema de Rolle, segue que existe xp € (a,b) tal que ¢'(x9) = 0. Isto §é,

f’(xo) =0. |
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Teorema do valor m@dio

Figura 3: Teorema do vlaor médio

Teorema 36 (Valor Médio) Seja f : [a,b] — R continua e derivivel em (a,b).

Existe ¢ € (a,b) tal que

E claro que g tem as mesmas propriedades que f e g(a) = g(b) = 0. Assim,
g satisfaza as condi¢des do Teorema de Rolle, logo, existe ¢ € (a,b) tal que
g'(c) = 0. Segue que g'(c) = M. |

—a

Existe uma versdo mais geral do Teoema de Rolle, que apresentamos a

seguir.

Teorema 37 Seja f : [a,b] — R continua e n vezes derivivel em (a,b). Se existem
X0, X1, - ., Xy pontos em [a,b] tais que f(x;) = 0,i = 0,1,...,n, entdo existe ¢ €

(a,b) tal que f™(c) = 0.
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Corolério 4 Seja f : [a,b] — R continua e derivivel em (a,b). Se f'(x) = 0 para

todo x € (a,b), entdo f é constante.

Demonstragio: De fato, sejam x < y pontos em (a,b). Pelo Teorema do valor

médio aplicado no intervalo (x,y), temos que

F) - )
xX—y '
Logo, f(x) = f(y) para quaiquer x,y € (a,b). Logo, f é constante. |

Corolério 5 Sejam f,g : [a,b] — R continuas e deriviveis em (a,b). Se f'(x) =

¢’ (x) para todo x € (a,b), entdo f — g é constante.

Demonstragio: de fato, tome h(x) = f(x) — g(x),Vx € [a,b]. Segue que h
é continua em [4,b] e derivavel em (a,b). Além disso, h'(x) = 0 para todo

x € (a,b). Logo, h = c para alguma constante e portanto, f(x) —g(x) =c. B

4.3 Teste da derivada segunda para maximos e minimos

Teorema 38 Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua em [a, b] e duas vezes derivivel
em (a,b). Seja c € (a,b) um ponto critico de f.
a) Se f''(c) < 0, entdo f tem um mdximo local em x = c.

b) Se f"'(c) > 0, entdo f tem um minimo local em x = c.

Demonstragdo: Suponha que f/(c) < 0, entdo pela defini¢do

f//(c) — lim f/(C+h) —f/(C)

< 0.
h—0 h

Logo, tomando & > 0 obtemos que existe § > 0 tal que f'(x) < 0 para todo
x € (c,c+6). Segue que f é decrescente em (c,c + 6).
Do mesmo modo, tomando h < 0 obtemos que existe &' > 0 tal que f'(x) >

0 para todo x € (¢ — §,¢).Segue que f é crescente em (c — &', c).
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Portanto, f assume maximo local em x = c.

O item b) é andlogo.
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Capitulo 5

Formas indeterminadas

O conjunto do niimeros reais extendidos é o conjunto dos ntimeros reais acres-
cido de dois simbolos: —co e +oc0. O conjunto dos ntimeros reais estendidos é
ordenado como o conjunto dos ntimeros reais, sendo que —co < r < co para
qualquer real r € R.

Se x e y sdo reais, definimos:

X+o00o=00+x =00

X—00=—0+Xx=—00

00+ 00 = o0

-0 — 0 = —&0

xo0o = 00,se x >0

xo00 = —o00,se x <0
T =o00,sex>0
%:—oo,sex<0
T = 0.

5.1 Introducao

S3o formas indeterminadas: ,00—o0c0e 1%,

218

7

5 Ol o
o)

A razdo para isso é que ndo existe uma forma definitiva de determinar-

mos o valor. Essas indeterminag¢des surgem da necessidade de calcular li-
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mites; sendo que um estudo mais aprofundado desses casos mostra que as
indeterminag¢des ddao um coisa ou outra.

Por exemplo, vamos calcular o limite

—n
lim 10

n—oo 10—1—2°

Vemos que tanto o numerador quanto o denominador tendem para zero.

Entao, teremos 8. Mas,

107" . —nqn—n+2 2
lim ——— = 1lim 10710 = 10-.

n—oo 10— 12 n—o0

Por outro lado,

107" ) n
Iim ———— = lim 102 = oo.
n—00 10~ n(1+ ) n—oo

5.2 A Regra de L "Hospital

—

» . . ~ . . . X
Como 8 ¢ uma forma indeterminada, ndo é imediato calcular lim,_., fng), onde

limy—, f(x) = 0 e limy,, g(x) = 0.

Teorema 39 Sejam f e g fungodes definidas e dirivdveis em uma vizinhanga V de a,
onde a é algum niimero real extendido.

Suponha que

(1) g(x) # 0 para todo x da vizinhanga V.

(2) ' (x) # 0 para todo x da vizinhanca V.

(3) limy_, f(x) = 0 e limy_,, g(x) = 0.

(4) limy_s, £ E g = ¢, onde c é algum real extendido.

flx

Entdo, lim,_,, o =

—

A nossa demonstracdo desse teorema necessita do teorema do valor médio

de Cauchy.

Teorema 40 (Valor médio de Cauchy) Sejam F,G : [a,b] — R fungdes continuas

e derivdveis em (a,b) com G'(x) # 0 para todo x € (a,b).
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Entdo, existe ¢ € (a,b) tal que

E facil ver que H é continua em [a,b] e dirivavel em (a,b). Além disso,
H(a) = H(b) = 0. Pelo teorema de Rolle, existe ¢ € (a,b) tal que H'(c) = 0.
Isto nos da,

F'(c) [G(b) — G(a)] — [F(b) — F(a)] G'(c),

ou seja

Demonstracgio: (Teorema 39)
Seja b suficientemente pequeno de modo que [a,b] esteja contido em V.

Defina as funcdes

F(x) = f(x), sex #a Gx) = g(x), sex #a

0, sex =a, 0, se x = a.
Segue que F e G sdo continuas em |4, ] e diferencidavel em (a,b), onde b é
suficientemente pequeno de modo que [a, b] esteja contido em V. Além disso,
G'(x) # 0 para todo x € (a,b). Pelo Teorema do valor médio de Cauchy, para

cada x € (a,b), existe ay € (a,b) tal que
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Assim,

F) _ o F) L F() — F)

lim = = lim Fa)
x—at g X)  xoat G(x) x—at G(x) — G(a)  xoat G'(ax) x—at g/(ax)
pois ay — a quando x — a.

Isto mostra que o limite lateral a direita é o esperado. De modo anélogo,

fazemos com o limite lateral a esquerda. Isto conclui a prova do teorema. W

Observagao 4
A regra de L'Hopital também vale para 3 e para limites laterais.
e Exemplo 4

1. Determine limy_,o(x — In x). Diretamente, obtemos co — co. Vamos usar
L "Hosptial.
Seja y = x —Inx. Entdo, e/ = %X. Tomando x — oo, obtemos limy_se €Y =

0. Logo, y — 0, e portanto limy_;(x — Inx) = oco.

2. Determine o limite limy_ . (1 + %)x Note que diretamente, obtemos
1%,
X
Seja y = (1 + %) . Aplicando In obtemos
1. In(1+1)

X

Agora, calculando o limite diretamente, obtemos J. Vamos usar a regra de

L"Hospital. Assim, temos

In(1+ 1 11 1
lim y = lim ¥ i +1" = li
X—00 X—00 £ X—00 ;_2 X—00 1 +
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Como Iny — 1 quando x — oo, entdo ¥ — e quando x — 0. Logo, temos

que

1 X
lim <1 + —) —e.
X—00 X

5.3 Exemplos e contra-exemplos

Nesta se¢do apresentamos exemplos cldssicos e interessantes de fung¢des continuas
com problemas de diferenciabilidade.

A. A funcgdo de Dirichlet

1,se x é irracional
g(x) =

0,se x é racional

g ndo é continua em algum ponto da reta.

B. Seja ¢(x) dada por

%,se X=g ¢é racional
g(x) =

0, se x é irracional

Tem uma quantidade enumerével de descontinuidades, a saber em todos os

racionais.

C. Seja g(x) dada por

x?sin(1),se x #0
g(x) =
0,sex =0

E derivavel em x = 0 mas a derivada ndo é continua em x = (.
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D. A fungdo g(x) = Vx3"+1 ¢ n-vezes derivavel, mas a (1 + 1)-derivada ndo é

continua, isto é, ndo é (n + 1) vezes derivavel.

E. A fungdo dada por

e_x%,se x#0
g(x) =
0,sex=0

E de classe C* e a derivada em x = 0 é zero.

F. A fun¢do de Weierstrass dada por

5= 1 (3) s

n=0

é continua em R, mas ndo é derivavel em ponto algum de IR.

Este é um exemplo de aplicagdo do seguinte teorema.

Teorema 41 Seja ¢ : R — [0, 1] fungdo real de periodo p tal que

lp(x) — o) < [x -yl

Entdo a fungdo f dada por

=3 (3) el

0

é continua em todos os pontos de R, mas ndo é diferencidvel em ponto algum.

Demonstragao: Pelo teste M de Weierstrass a série converge uniformemente

em R e portanto f(x) é continua em R.
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Fixemos x € R e um natural m. Tomemos
1 _
(Sm = :i:§4: m,

onde o sinal é escolhido de modo que nenhum inteiro esteja entre 4™ x e 4™ (x +
6m). Isto pode ser feito, pois 4”5, | = 3.

Defina
@(4"(x +6m)) — p(4"x)
Om '

Tn =

Quando n > m, entdo 4"J,, é um inteiro par, assim 7y, = 0. Quando 0 <
n < m, a condigdo de Lipschitz da funcdo ¢ implica que |y,| < 4".

Concluimos que

f(x+5m) _f<x) 3" m = n 1 m
= — > — = — .
5m ; 4 Tn| = 3 ; 3 2 (3 + 1)
Quando m — oo, 6,; — 0. Segue que f ndo é diferencidvel em x. n

Veja também o exemplo devido a Waerden onde o argumento acima ja foi

usado.

G. A funcdo de Cantor é continua, derivavel, crescente, ndo constante e a
derivada é nula em quase todo ponto, exceto em um conjunto de medida
nula.

Vamos relembrar um pouco sobre o conjunto de Cantor. Vimos que o
conjunto de Cantor pode ser obtido de [0,1] por meio da exclusdo de uma

quantidade enumeravel de intervalos abertos, sendo assim fechado e limitado.
Seja [agl), bgl)] = [, 3] o terco médio de [0, 1].

Seja



os ter¢cos médios dos intervalos restantes apds retirar [agl), bgl) | de [0,1].

Seja
() p@1 12 27 1,0 4,6y _ 17 8
[al ’bl ]_ [27127]1 [{12 Ibz ]_ 27/ 27]/
3) 037 _ (19 20, - 3) ,(3); _ (25 26
[a3 773 ]_ [27’27]’ [a4 rY4 ]_ 27/ 27]/
os ter¢os médios dos intervalos restantes apés retirar [agl),bgl)], [agz),b?)] e

(2) ()
lay”,by”'] de [0,1].
Continuando desta maneira, no n-esimo estdgio temos os intervalos

a0 e B e )

(n)

O complemento da unido de todos estes intervalos [a, ’, blgn)] é o conjunto de
Cantor.
Pertencem ao conjunto K de Cantor as extremidades dos intervalos abertos

omitidos:

Mas K nio se reduz a estes pontos. De fato, os pontos de [0, 1] pertencentes a
K podem ser caracterizados do seguinte modo. Considere a representacdo de

x,0 < x <1, como fragdes terndrias

onde os nimeros 4, podem assumir os valores 0,1 ou 2. Alguns nameros

admitem uma dupla representagdo. Por exemplo,

E facil ver que a K pertencem aqueles, e somente aqueles ntiimeros x,0 <

x <1, que admitem ao menos uma representagdo terndria na qual a; # 1, Vi.
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Assim, a cada x € K corresponde uma sequéncia (a,,), onde a, = 0 ou 2.

Observamos que que o conjunto de todas tais sequéncias é ndo enumerével,
pois dada uma sequéncia (a,) de 0 e 2 definimos (b, ) tomando b, = 0 quando
a, = 0 e b, =1 quando a, = 2. Se tomarmos a sequéncia (b,) como uma
representacdo de um numero y,0 < y < 1, obteremos uma sobrejecdo de K
sobre o intervalo [0,1]. Segue que K é ndo enumeravel. (Esta sobrejecdo ndo é
uma bijecao.)

Os pontos de K que sdo extremos de intervalos abertos omitidos sdo cha-
mados de pontos de primeira espécie, os demais sdo chamados de segunda
espécie.

Voltando a func¢do de Cantor. Comecemos por definir g sobre os intervalos
adjacentes, tomando

2k —1
g(t) = 2” 4

sek=1,2,3,...,2" 1 sobre o k-esimo intervalo de ordem #, incluindo-se as

extremidades (os intervalos sdo numerados da esquerda para a direita).

Logo,
1 1 2
t) ==, se - <t< =
s =g sezstsy
1 1 2
NOER SO
3 sel<t<8
7 5€5>t>g
1 2 3
g,SeﬁStSﬁ
3 7 8
sy ={¥ T
S osed <<
gr €27 =t =77
7 25 26
\g,seﬁ§t§2—7
e assim por diante.
Enfin,
2k —1

(n) ()

se t pertence ao intervalo [ak , 0 ]
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A funcgdo g esté definida sobre todos os pontos de [0, 1], exceto os pontos de
segunda espécie do conjunto de Cantor (a saber os pontos que ndo pertencem
a intervalos adjacentes ao conjunto de Cantor e ndo coincidem com nenhuma
das extremidades destes intervalos). Seja t* um destes pontos e seja (t,) uma
sequéncia crescente de pontos de primeira espécie convergindo para t*. Entdo,

existe o limite

lim g(t,).

n—oo
Do mesmo modo, existe

lim g(t;i),

n—o00

onde (#],) é uma sequéncia decrescente de pontos de primeira espécie con-
vergindo para t*. Como os limites laterais coicidem, definimos g(t*) por um

destes valores:

g(t") = lim g(t,) = lim g(t,).

n—oo n—o00

Obtemos assim uma fun¢do monétona e continua em [0, 1] chamada a es-
cada de Cantor. A derivada dela serd nula em todos os pontos dos intervalos
adjacentes.

Resumindo:

¢ é definida em todo o [0,1]. ¢ ndo é constante.

g é ndo decrescente. g é continua em [0, 1].

(n) ()

g é derivavel em [0,1]. ¢’ é nula em todo ponto interior de [a, ’, b, ']

G. Exemplo devido a Waerden (1930). Seja f : R — R dada por

Assim o grafico de f consiste de uma sequéncia de segmentos de reta. Para
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cada inteiro nado negativo n, defina f, por

fu(t) = 4"f(4"1).

Entdo o grafico de f, consiste de uma sequéncia de segmentos de reta tendo
inclinagdo +1. Note que f,(t +47") = fu(t) para todo t € R e todo n > 0.
Claramente, f, é continua sobre R para todo 7. Como |f,(t)| < 347", vemos

que a série
0]
2 fu
n=0
converge uniformemente sobre R (pelo teste M de Weierstrass) e portantoo
¢ =Y, fu é continua sobre R.

Teorema 42 A fungdo definida acima g ndo é diferencidvel em ponto algum de R.

Demonstracio: Tome t € R fixo. Para cada #n, escolha h, = +47"~1, com o
sinal escolhido tal que 4"t e 4" (t + h,,) pertengam ao mesmo intervalo [’z‘, ]%1] .

Entao temos que

fu(t+hu) — fu(t) = £hy,

e de fato,

fn(t +hn) — fin(hn) = £hy,

param < n, mas f(t+ h,) = fm(t) para todo m n. Portanto, temos

g(t—i—hhz Z fm( t+hhi Z -

onde ¢, = £ param =0,1,...,n. Assim, o quociente da diferenca

g(t+hn) — fn(t + ) — f(t)
o Z o

é um inteiro impar quando 7 é par e um inteiro par quando n é impar. Como
hy, tende a zero quando n — oo segue assim a derivada g’(f) ndo pode existir.
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Capitulo 6

O Método da bisseccao

Tendo f : [a,b] — R é continua e satisfazendo f(a)f(b) < 0, o método da
bissecgdo consiste em dividir o intervalo [a,b] ao meio, obtendo os subinter-
valos [a,m] e [m,b], onde m = ¥ e considerar como novo intervalo de busca
um dos dois intervalos em que f tem sinais opostos nos extremos.

Em seguida repete-se o procedimento com o subintervalo escolhido da
bissec¢do deste. Ap6s um numero finito de subdivisdes ou encontramos uma
solugdo ou sabemos que a raiz encontra-se em algum subintervalo [ay, by].

A demonstracdo se baseia na construgdo de intervalos encaixados cons-
truidos do seguinte modo Consideremos f : [4, b)] — R continua tal que
f(a)f(b) < 0. Sejam = %5 0 ponto médio de [a, b]. Note que se f(a)f(m) < 0,
entdo o teorema do valor intermedidrio garante que a raiz se encontra no in-
tervalo [a,m]. Neste caso, para o préoximo passo devemos escolher [a,m] (o
subintervalo a esquerda de m).

Se f(a)f(m) > 0, multiplicamos essa desigualdade por f(a)f(b) e entdo
temos que f(a)f(m)f(a)f(b) = [f(a))* f(m)f(b) < 0, pois [f(a)]* > 0. Segue
que f(m)f(b) < 0 e, portanto, pelo teorema do valor intermedidrio, a raiz se
encontra no intervalo [m, b]. Neste caso, para o préximo passo devemos esco-
lher [m, b] (o subintervalo a direita de m). Note que a medida que avangamos
no método da bisseccdo, o comprimento de cada subintervalo é metade do

intervalo anterior.
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Chamando ag = a e by = b e efetuando sucessivas bissec¢des, obtemos in-
by — ag
2k

tervalos [ag, b] e pontos médios my. Note que |by — ax| = by — ax =

0 quando k — co.

6.1 Meétodo pratico

Uma maneira pratica para utilizar o método da bissecgdo é organizar da forma
apresentada a seguir para a fungdo f(x) = (%)2 —sin(x), (x sempre em radi-
anos).

Note que f(x) = 0 se, e somente se, <§>2 = sin(x).

Tragando os dois graficos, vemos que eles se cruzam perto de x = 2. Logo,
existe uma solucdo perto de x = 2. Veja a figura 1. Como f(1.5)f(2) < 0, pelo

teorema do valor intermediario f tem uma raiz no intervalo [1.5; 2].

S~ o

Figura 1: Gréfico de (%)2 e sin(x) se cruzam na solugéo.

e Exemplo 5 Vamos determinar uma aproximagao positiva para a solugdo no

2
intervalo [1.5;2] da equacdo L sin(x) = 0, x em radianos, pelo método
quag 5 P

da bisseccdo. Veja a tabela 6.1.

Assim, uma aproximacdo para a raiz procurada é ms = 1.921875. Continu-
ando o processo podemos refinar a solucdo. Apods 20 iteragbes obtemos a
aproximagao

Mo = 1.933753728866577 e f(1.933753728866577) = —4.48 x 1075.
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Tabela 6.1: Tabela para bissecgdo

| o | b | om | fla) f(my)
1.5 2.0 1.75 > 0 o intervalo escolhido ¢ [y, byl
1.75 2.0 1.875 >0
1.875 2.0 1.9375 | < 0 o intervalo escolhido é [ag, my]
1.875 1.9375 | 1.90625 | > 0 ointervato escolhido & [n, byl
1.90625 | 1.9375 | 1.921875 | > 0

Ol = W N &=

6.2 Por que o método funciona?

O método da bisseccdo gera sempre uma sequéncia que converge para a
solugdo. De fato, o método gera uma sequéncia de intervalos encaixados
Iy = [(Zo,bo] O L = [al,bl] DI = [az,bz] D...D I = [llk,bk] O .... Os
extremos a; dos intervalos compdem uma sequéncia monétona ndo decres-
cente limitada superiormente por b; portanto convergente. Os extremos by
dos intervalos compdem uma sequéncia monétona ndo crescente limitada in-

feriormente por a, portanto convergente.

2k

Como by — a; = temos que

0 = lim (by — ax) = lim by — lim ay.
k—o0 k—o0 k—o0

Segue que lim by = lim a; = L. Isto é, ambas convergem para o mesmo limite
k—oc0 k—c0
L.

Agora mostraremos que L é raiz de f(x). Como em cada passo tem-se

flap)f(br) < 0, entdo

0> lim f(ax)f(b) = lim f(ay) lim f(by) = [f(L)]" > 0.

k—00

Segue que f(L) = 0.

Acabamos por demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 43 Seja f : [a,b] — R continua tal que f(a)f(b) < 0. O método da
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bissecgio gera uma sequéncia (my) que converge para a raiz ¢ de f e satisfaz

b—a
2k 7

|mk—c| < |bk—tlk| < k> 1. (6.1)

6.3 Estimativa para o namero de itera¢oes

E importante observar que se estamos procurando por uma aproximacao para

—a .1
o < ¢ pode ser utilizado

como critério de parada. O ponto médio my de [ag, bx] é um candidato a

a raiz da equagdo com erro maximo ¢, o fator

. b—a
solugdo e satisfaz |by — my| < |bp —ax| < - < Ee do mesmo modo,

b—a
| — my| < |bg —a| < o <&
Uma aproximagcio para a solugao é um ponto em [ay, by] e como |ay — my| <

b—a )
—F < g, isolando k temos:

In(t=2 In(b—a)—1
n(% )ou equivalentemente, k > n(b 1?1)2 n(e).

k> In2

6.2)

Vejamos um exemplo.

e Exemplo 6 Usando a desigualdade 6.2 podemos determinar quantas iteragdes
do método da bisseccdo devemos realizar para obter uma aproximagdo da

solugdo de (%)2 —sin(x) = 0 no intervalo [1.5,2], com erro menor do que

10-3.

De fato, como

ln(b%“) B ln(—216}'35) ~ 896

k> In2  In2

Segue que devemos realizar pelo menos 9 itera¢des do método da bisseccao.
O seguinte procedimento em Maple pode ser utilizado para obter aproxi-
macao para a solugdo de f(x) = 0, basta entrar com a fung¢do, com os extremos

do intervalo [a,b] e com o nimero de iteragdes.
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6.4 O método da bisseccio em Maple

bisseccao:=proc(f,a,b,n)

# argumentos: f=funcao
# a,b extremos do intervalo [a,b]
# n=numero de bisseccoes
local A, B, m, k: # variaveis locais
A:=a;
B:=b;

if A-B=0 then ERROR(‘a‘,A=‘b‘,B);

fi;

for k from 1 to n do
m[k] :=evalf( (A+B)/2 );
if evalf( f(A)*xf(m[k]) )>0 then A:=c[k]

elif evalf( f(A)*f(m[k]) )=0 then ERROR(‘f(A)*f(B)=0°)
else B:=m[k]
fi

od;
print( ‘Raiz aproximada apés‘,n, ‘bissecgdes:‘ );
print( evalf(m[n]) );

end:
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