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2 0. Introducgao

Quando tratamos de matematica financeira precisamos nos ater a dois tipos de juros: os juros
simples e o juros compostos.

Juros é um tipo de aluguel que se paga pelo dinheiro tomado emprestado. Os juros simples e
0s juros compostos sdo duas formas diferentes de remunerar o capital.

Juros Simples

O valor dos juros simples | a serem pagos quando se toma um capital C emprestado a uma
taxa de i% por n periodos é dado por

] = Cin.
Desta expressdo deduzimos outras:
c-1,
in
i- L.
Cn

O montante é o valor que se obtém da soma do capital com o juros: M = C+ J. Como $ | =
Cin$, entdo temos que
M = C+cin =C(1+in).

Logo, temos que
M = C(1+in).

Juros compostos

Chamamos de juros compostos quando o juro incorpora-se ao capital, para formar a base de
célculo do juro para o periodo seguinte. E o chamado juros sobre juros. Na pratica, nas relacoes
comerciais e financeiras, utiliza-se os juros compostos.

O dinheiro é considerado sempre um bem varidvel no tempo. Isto quer dizer que um valor
hoje Vj é diferente do mesmo valor daqui um tempo ¢, V;. Portanto, ndo faz sentido somar V com
V;. Para realizar esta operagdo devemos colocar ambos na mesma data, chamada de data focal
focal. Isto é sempre respeitado nas operagdes financeiras.

Vamos trabalhar um pouco mais com os juros compostos em um problema prético na préxima
secao.



3 1. Regime de capitalizacao composta

O regime de capitalizagdo composta é um processo de calculo financeiro em que o juro incorpora-
se ao capital, para formar a base de calculo do juro para o periodo seguinte. E o chamado juros
sobre juros.

Consideremos um capital inicial C localizado na data focal 0, uma unidade de periodo de
tempo ( chamada de periodo de capitalizagdo) e uma taxa i de juro efetiva em um periodo de
tempo. Assim, temos o fluxo de montantes nas respectivas datas

M; = C+J=C+Ci=C(1+1) 1)
My = Mi+]=M;+Myi=M(1+i)=C(1+1i)? )
..... = 3)
M, = M,_1+]=CA+i)" (4)

Assim, o montante auferido ao final de n periodos por um capital C colocados a juros a taxa
de i% é dado por
M, =C(1+1i)".

Note desta equagdo podemos obter outras relagdes. Por exemplo,

M

1+
J=C[(1+i)"—1],

- ()

Para iniciarmos com as nossas contas vamos importar as bibliotecas que precisaremos.

In [1]: import numpy as np
import sympy as sp
import scipy as sc
import pandas as pd
import matplotlib.pyplot as plt
from sympy import Symbol, sin, cos, exp

3.0.1 Exemplo1

Como exemplo, vamos considerar uma aplicagdo com capital inicial de R$ 1.400,00 por um periodo
de 36 meses a uma taxa de 2% ao més pelo regime de capitalizagdo a juros compostos. Qual o
montante ao final do periodo?

Basta calcular M.

In [2]: C = 1400
i=20.02
n = 36
M = Cx(1+i)**n;
print ("0 montante é&:", M)



0 montante é: 2855.8422812019876

Podemos automatizar o cdlculo do montante na seguinte fungdo.

In [3]: def RCJC(C,i,n):
M = Cx(1+i)**n;
print ("0 montante é&:", M)

In [4]: RCJC(1400,0.02,36)

0 montante é: 2855.8422812019876

3.0.2 Exemplo 2

A uma taxa de 2% ao més, quanto tempo devo aplicar um capital inicial C até que seja triplicado?
Note que resolvendo M,, = C(1 + )" para n obtemos que

_ In(g)
In(1+1i)
Como devemos ter M = 3C e i = 0.02, entdo temos que
In(3)

In(1,02)’

In [5]: n = np.log(3)/np.log(1.02)
n
# portanto, 56 meses ja que os periodos de tempo s@o inteiros.

Out [5]: 55.47810763878039

3.0.3 Observacio

Tendo a taxa dada em termos anuais, a seguinte férmula determina a taxa mensal equivalente:
. NS
fgm = (1 +1ig)2 — 1.

Por exemplo, a taxa de 4% ao ano corresponde a taxa mensal de 0.3274%.

Para deduzir esta expressao, notemos que devemos determinar a taxa mensal i,,,% ao més para
que o capital C renda o mesmo montante M ao final de 12 meses e ao final de um ano com taxa
anual i,%.

Isto é:

M=C(1+i,) =C(1+iy,)"2
Simplificando obtemos
14+i,=(1+i,)"2
Portanto,

1

im=(1+1i,)12 — 1.

In [6]: = (1+40.04)*x(1/12)-1

i
i

Out[6]: 0.0032737397821989145



4 2. Modelo béasico de financiamento

Em operagoes financeiras e comerciais sdo oferecidos aos consumidores produtos com preco a
vista ou para pagamento em parcelas periédicas. O ntiimero de parcelas e o periodo sdo varidveis,
dependendo do produto e créditos disponiveis.

Amortizar uma divida é extingui-la aos poucos ou em prestagdes. Significa também abater
parte da divida efetuando parte do pagamento. A partes devem combinar se utiliza-se juros sim-
ples ou compostos na transacdo. Em geral, utiliza-se juros compostos.

O valor das prestagdes incluem os juros cobrados pelo financiamento e o valor pago na amor-
tizacao.

4.0.1 Exemplo 3

Vejamos um exemplo. Uma pessoa tomou emprestado a quantia de R$100.000,00 a ser paga em 6
meses a uma taxa de 3% ao meés.

(a) Pelo regime de capitalizagdo a juros simples ao final de 6 meses a divida serd de

M = C(1+4ixn) = 100.000(1 + 0.03 x 6) = 118.000, 00.

(b) Pelo regime de capitaliza¢do a juros compostos ao final de 6 meses a divida serd de

M = C(1+i)" =100.000(1 + 0.03)® = 119.405, 23.

Em cada um dos casos, este valor deve ser pago ao final do sexto més.

E comum tanto no comércio quanto em institui¢oes financeiras utilizar juros compostos e que o
montante seja dividido em partes iguais; neste caso, cada parcela serd de R$19.917,54. Convenga-
se de que esta ndo é a prdtica mais justa.

Existem alguns arranjos que podem ser contratados durante as negociag¢des. Suponha que uma
divida foi paga em parcelas iguais P;, P,, . .., P, uniformemente distribuidas ao longo do tempo.
Classificamos o arranjo combinado em trés categorais:

(a) Antecipadas: primeira prestacao é paga na data focal.

(b) Postecipadas: primeira prestagdo paga apds um periodo da data focal. Esta opgdo é a mais
utilizada.

(c) Diferidas: primeira prestacdo com caréncia depois da data focal.

Postecipadas: primeira prestagdo paga ap6s um periodo da data focal. Esta opgdo é a mais
utilizada sendo que o valor a ser financiado é o valor

F = (Preo a vista) — (Entrada),

se houver entrada.



4.0.2 Como o dinheiro é um bem variavel no tempo,

se F foi pago em parcelas postecipadas P, P,, ..., P, uniformemente distribuidas ao longo do
tempo, deve-se cumprir

PV =P (1+i) ' +Py(1+i) 24+ Py(1+i)"

sendo i a taxa de juro e n o nimero de periodos. Note que os diferentes capitais foram puxados
para a data focal inicial, por isso o nome PV ( valor presente).
No caso geral de n parcelas iguais, teremos que:

PV =P [+ + (1 +) 244 (147"
que apds substituirmos pela soma da PG e simplificar temos

1-(1+i)"

A+ + (A +i) 2+ (14+0) 7] = l

O fator .
1—(14+1)"
ppy 12040
é chamado de Fator de valor atual.
Portanto,
— 1)1
py—p (L),
Podemos pensar analogamente, somando os valores futuros, somando os valores na data focal
n. Deste modo, temos
FV=P+P(1+i)+---+P(1+i)" "

Agrupando, temos
FV:P[1+(1+i)+'~-+(1+i)”*1}_

O termo entre colchetes é uma progressdo geométrica com primeiro termo igual a 1 e razdo g =
(1+1), cuja soma é igual a
1+i)" -1
FFV = %/
i

termo este chamado de fator de valor futuro.
Logo, o valor futuro é dado por

FV:P[(1+1’Z_)”_1]

Segue que dado o valor da divida FV, a taxa de juro i e o nimero de parcelas n, é possivel
obter o valor de cada parcela P.
Assim, isolando P, temos que



4.0.3 Exemplo 4

Como exemplo, veja o caso de um financiamento de R$12.000,00, sem entrada a ser pago em 5
parcelas iguais a uma taxa de 3% ao més. Vamos determinar o valor das presta¢des usando o
modelo de financiamento de parcelas postecipadas.

In [7]: P = 12000%((1-(1+0.03)%*(-5))/0.03)**(-1)
print('o valor da prestagdo é:', P)

o valor da prestagdo é: 2620.25485680691

Exemplo 5 Vejamos um exemplo: um objeto foi comprado e deve ser paga em 5 parcelas fixas
mensais de R$6.000,00 sem entrada. Utilizando o modelo de prestagdes fixas Postecipadas com
taxa de juro de 2% ao més, determine o valor financiado.

Devemos determinar o valor F. Veja as contas a seguir.

In [8]: F = 6000%((1-(1+0.02)**(-5))/0.02)
print ("0 valor a ser financiado é:", F)

0 valor a ser financiado é: 28280.75705102525

4.0.4 Exemplo 6

Vejamos um exemplo. Uma loja oferece um bem a vista por R$28.280,76 ou em 5 prestagdes fixas
postecipadas, sem entrada, com taxa de 2% a més. Qual o valor de cada parcela?
Devemos determinar o valor de P.

In [9]: P = 28280.76%((1-(1+0.02)**(-5))/0.02)**(-1)
print('o valor da prestagdo é:', P)

o valor da prestagdo é&: 6000.000625649746

Podemos deixar as contas automatizadas criando um fungdo. Veja o exemplo abaixo.
Pra usar basta executar.

In [10]: def prestacao(pv,i,n):
i =1ix0.01
return pvx((ix(1+i)#**n)/(((1+1i)**n)-1))

¢ = float(input("Entre com o valor financiado : "))

i = float(input("Entre com a taxa de juros (a.m) %: "))
n = float(input("Periodo em meses & :" ) )

print("0 valor da prestacao é :" ,  prestacao(c,i,n))



Entre com o valor financiado : 28281.76
Entre com a taxa de juros (a.m) %: 2
Periodo em meses é :5

0 valor da prestacao & : 6000.212784043855

In [ 1:
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