Transformada de Laplace

Doherty Andrade*

www.metodosnumericos.com.br

Sumario

1 Introdug¢ao as EDO’s

2 Algumas EDO'’s particulares

3 Aplicagoes

4 Transformada £ de Laplace

5 Propriedades

6 A Inversa da Transformada de Laplace
7 Fragdes Parciais

8 Teorema da Convolugao

9 Aplicagdes a EDO'’s

10 Métodos para determinar a transformada inversa de Laplace

*doherty200@hotmail.com

16

18

21

22

24

25

26



11 Aplicacao a sistemas de EDO'’s 27

Resumo

Estas notas foram especialmente elaboradas para servirem de texto introdutério
sobre Transformada de Laplace e aplica¢des as equagdes diferenciais ordindrias.
Exige-se um minimo de conhecimento de Matemadtica.

A transformada de Laplace é uma importante ferramena para obter solugdes

de PVIs, pois ela elimina derivadas transformando EDOs em equagdes algébricas.

1 Introducao as EDO’s

Esta secdo é dedicada ao estudo de problemas de Cauchy ou problemas de valor
inicial p
x
o5 = f(bx), x(t) = x,

onde a fungdo f é admitida ser continua sobre seu dominio de definicéo.

Equacdes diferenciais ordinarias sdo importantes em muitos problemas encontra-
dos quando modelamos fendmenos fisicos ou biol6gicos. Vamos ver mais adiante

alguns exemplos que ilustram esta importancia.
Uma equacao diferencial ordindria, ou simplesmente uma EDO, é uma equagdo
P(x,y,y’,y(z),...,y(”)) =0, (1.1)
envolvendo derivadas de uma fungdo y(x) que desejamos determinar.
A ordem de uma EDO é a ordem da mais alta derivada que aparece na equagao.

Seja () um aberto de R e f:Q —= R" n>1, uma fungdo definida e continua
em (). A equagdo diferencial ordindria de ordem 1, que estamos interessadas, é uma
equacdo do tipo

dx(t)
dt

— f(t,x(1)). (12)

Dada ¢ : I — R" definida sobre um aberto I e de classe C! neste intervalo, se

estiver verificada a condicdo (1.2), isto é,

W0 _ it (1), 13)
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dizemos que ¢ é uma solugdo de (1.2).

Sen > 1, (1.2) é de fato um sistema de equacgdes diferenciais ordindrias, pois

f=(f4f?...,f") onde fi sdo fungdes reais e continuas definidas em Q:

fAO-R, i=12,...,n

A ordem da equagdo
u" 4+ x*utu’ — sin(x) =0
é trés. Note que esta equagdo é ndo linear.
A equagdo geral (linear) de ordem k é do tipo

u® 4 pr(uD - pr(0)u = f(x). (1.4)

Quando f(x) = 0 em (1.4) dizemos que a EDO é homogénea.

Suponha que sejam dados k nameros reais fixados by, by, ..., bx. Entdo a EDO de

ordem k juntamente com as condic¢oes

u® 4 pl(x)u(kfl) + -+ pr(x)u = f(x) (1.5)
u(xo) = by, u'(xg) = by, ..., u*V(x) = by. (1.6)

é chamado de problema de valor inicial.

Note que x( é o valor da varidvel independente em que todas as condi¢des iniciais
sdo impostas e que existem tantas condigdes iniciais quanto é a ordem da EDO. Se
condi¢des sdo dadas em mais que um valor de x, resulta num problema de fronteira. E

claro que uma combinagdo dos dois resulta num problema de valor inicial e fronteira.

Uma das trés questdes fundamentais no estudo das equagdes diferenciais ordinarias
é a determinacgdo de suas solugbes. Existem muitos métodos para determinagdo
explicita de solugdes, mas estes métodos ndo sdo gerais e determinam as solugdes
apenas de alguns tipos muito particulares de EDO’s. A maior parte das EDO’s ndo
pode ser resolvida explicitamente. Ja que a forma explicita da solugdo de uma EDO
pode ndo existir, outra grande questdo que surge é o estudo das propriedades das
solugdes (sem conhecé-las), é a teoria qualitativa. Esta parte da teoria das EDO’s

estuda o comportamento das solugdes e propriedades geométricas.

Uma terceira questdo importante trata da existéncia e unicidade de solugdes das

EDO’s. Saber da existéncia de solugdes é o primeiro passo no estudo das EDO’s,
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se existe podemos procurar determina-la ou uma aproximacgdo para ela. O resultado
mais importane e basico da teoria das EDO’s é o Teorema ?? de existéncia e unicidade.

Antes mais alguns comentdrios.

Muitas vezes ndo é possivel escrever a EDO (1.1) da forma

an(x)y ™ + a1 (2)y "D 4 ()Y + a0y = g(x).
Esta é uma situacdo particular que merece uma definigdo.

A EDO (1.1) é chamada linear se F é linear na variaveis y,v/,y?,...,y(". Deste

modo uma EDO linear geral de ordem n é uma expressao do tipo
an(2)y" + -+ ar(2)y’ + ag(x)y = g(x). (1.7)

Para comegar o nosso estudo vamos considerar primeiramente as EDO’s lineares

de primeira odem. Isto ¢, EDO’s do tipo
y +p(x)y = g(x).

Antes de avangarmos precisamos duas novas nogdes. Para ilustrar, consideremos
a EDO v + y = 0 que admite solugdo dada por y(x) = ¢1 cos(x) + ¢z sin(x), em que
c1 e cp sdo constantes arbitrarias, tendo entdo a EDO acima infinitas solucdes. Para
determinar de modo tnico a solucdo, precisamos determinar as constantes e para isto

precisamos mais informagdes sobre a solugdo. H4 duas formas de fazer isto.

Dando condigdes iniciais que a solugdo deve satisfazer num ponto. Neste caso temos
um problema de valor inicial (PVI). Por exemplo:
vV +y=0
{y(O) =0, y(0) =1

Aqui a solugdo é y(x) = sin(x).

Ou, dando condigdes de fronteira que a solucdo deve satisfazer na fronteira de um

conjunto. Neste caso temos um problema de valor de fronteira (PVF). Por exemplo:
yv'+y=0
{y(O) =1 y(m) = -1
Aqui a solugdo é y(x) = cos(x).

Alguns métodos importantes de solu¢ao de EDO’s se baseiam no tipo de problema
PVI ou PVE



2 Algumas EDO'’s particulares

Equacdes Separaveis: Algumas EDO’s podem ser escritas sob a forma

ou seja
8(y)dy = f(x)dx.
Tal equacdo é chamada de equagdo de varidveis separdveis porque as varidveis x e y

foram separadas. Integrando ambos os membros

/g(y)dy = /f(x)dx +c

obtemos a solucao.

4
Como exemplo, consideremos a EDO separéavel iy’ = —%. Separando as varidveis
4
obtemos ydy = —§xdx. Integrando ambos os lados obtemos
2
U
> = g% +c,
ou ainda 2o
4 t9 ¢

Algumas EDO’s podem ser reduzidas a forma separavel. Por exemplo,

= oY
v =38()
Fazendo u = % temos que y = ux e derivando obtemos
v =u+u'x
Substituindo, segue que
u+u'x=gu)
que podemos separar as varidveis
u__dx
glu)—u x

A solugdo é obtida por integragéo.



y

2
Tomemos o exemplo Z%y’ - (%) =1 = 0. Fazendo u = p obtemos 2xuu’ =

u2+1=0. Separando as varidveis temos

2udu —dx

14+u2 x

C N .z . . . .
Integrando obtemos 1 + u? = —. Voltando as varidveis originais temos
x

2+ y* = cx.

Equagdes diferenciais exatas: Uma equagdo diferencial de primeira ordem
M(x,y)dx+ N(x,y)dy =0,

é dita exata se o primeiro membro é a diferencial total ou exata de uma fungdo u(x,y):

ou ou
du = —d —dy.
u pye X+ 3y y
Neste caso, tem-se du = 0 e mediante integracdo u(x,y) = c, onde ¢ é uma cons-

tante.

Como
ou ou

Z M =
dx " 9y
supondo que M e N possuam derivadas parciais de primeira ordem continuas, entao

oM Pu N
dy  oxdy  ox  Jyox’

=N,

supondo continuidade das derivadas de segunda ordem segue que

M _on
dy  ox’

Assim, u = / Mdx + k(y). Calculando g—; e comparando podemos determinar Z—]I;

e integramos para obter a solugéo.
EDO'’s lineares de primeira ordem

Consideremos a EDO linear de primeira ordem com uma condigéo inicial y(xg) =
yo (PVI) dada por

y+prxy = gx) (2.8)
y(x0) = Yo

6



Vamos multiplicar a EDO (2.8) por

u(x) = exp ([ plo)dt) = exp(P(),

onde P(x) denota a primitiva de p(x). Chamamos y(x) de fator integrante .
Assim, a EDO (2.8) fica reduzida a
[(x)y]" = p(x)g(x).

Integrando de x = xp até um x arbitrario temos

u(x)y(x) = / i u(s)g(s)ds + u(xo)y(xo).

0

Ou seja, a solugao é dada por

V) = i | mesEs + o). 29

Assim, o que acabamos de provar que toda EDO do tipo (2.8) tem solucdo e a

solugdo é dada por (2.9).

Vamos ver um exemplo, repetindo o processo acima:

y —2xy=x, y(0)=1.
Temos que i(x) = exp (— [ 2xdx) = exp(—x?).
De modo que a equacéo fica reduzida a
/
(exp(—xz)y> = xexp(—x?).
Portanto, pt(xo)y(xo) = 1. Assim,
2 g 2 1 2y, 1
yexp(—x°) = /0 texp(—t7)dt+1=1— Eexp(—x )+ 5

Finalmente, temos

y = exp(x?) (—% exp(—x?) + g)
e portanto
— _1+§ X (xZ)
YT TP



Outro exemplo, desta vez usando a expressdo dada pela (2.9).

y —2xy =1, y(0) = 1.

Como no exemplo anterior y(x) = exp(—x?) e de acordo com a férmula temos

yz@@&%[éﬂxM—ﬂwr+1.

Exercicio 2.1 Use (2.9) para encontrar a solugio da EDO xy' + 2y = 4x* com y(1) = 2.

Mostre que ¢(x) = exp(2x) é solugdo da EDO y' — 2y = 0 e que ¢(x) = 1 ¢ solugito
dey +y*>=0.

O seguinte resultado garante a existéncia e unicidade de solu¢do para uma familia
de EDO'’s. Note a generalidade do resultado, inclui mais do que apenas as lineares.
A . . of y .
Teorema 2.2 (Existéncia e Unicidade) Sejam f e P continuas em algum retdngulo R =
Iy x Iy, onde I, = a« < x < Bel, =y <y < 0 sio intervalos e R contém o ponto
(x0,Y0). Entdo, em algum intervalo I C I contendo xo, existe uma tinica solu¢io y = ¢(x)

do problema de valor inicial (2)

{sz&«) @)

y(x0) = yo
Exemplo 2.3 a) Considere o seguinte problema:
dx
{ G =/l
x(0)=0

Notemos que a fungio f(x) = \/x é continua e temos como solugdes:

x1:O

2
x
1 sex >0
xt)=< = 22
—,5ex <0
1 <
Isto mostra que a condig¢do de f ser continua ndo é suficiente para garantir a unicidade de
solugdo.

by =4x — 2y, y(1) = 2 tem uma iinica solugio
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Exercicio 2.4 Determine as solugoes dos sequintes problemas de valor inicial.
a)xy' +2y =0, comy(l)=—1.
b) 2y’ + 3y = exp(—x), comy(—3) = —3.

3 Aplicacdes
Exemplo 3.1 (Desintegracao Radioativa)

Se a quantidade do material radiotivo no instante t é Q(t), entdo a taxa de variagdo

no instante ¢ é proporcional a quantidade Q(t), isto &,

d
T (t) = —kQ(t),

onde k > 0 é chamada a constante de desintegracdo radiotiva do material.

A solugdo desta EDO é
Q(t) = cexp(—kt).

Se a quantidade inicial de material radiotiva é Q(0) = Qo, entdo a solugéo é

Q(t) = Qoexp(—kt).

O estroncio tem constante de desintegragdo radiotiva k = 0,0244 por ano. Se a

quantidade inicial de uma amostra é 20 Kg, ap6s 10 anos teremos

Q(10) = 20exp(—0,0244 x 10) = 15,7Kg.
Exemplo 3.2 (Movimento no meio viscoso)

Uma particula de massa m é abandonada num meio viscoso, isto é, num meio que
oferece resisténcia ao seu movimento proprocional a velocidade. O movimento da

particula no meio viscoso depende da constante k de viscosidade, da seguinte forma
F=m-a=mg—kv,

onde a é a aceleragdo e v € a velocidade.



Reescrevendo,

A solugdo desta EDO é dada por

o(t) = % + Cexp(—%t).

Exemplo 3.3 (Lei de resfriamenteo de Newton)

. . . . aT
A lei de resfriamente de Newton diz que a taxa de variacdo da temperatura —— de

dt

um corpo em relagdo ao tempo é proporcional a diferenca da sua temperatura T e da

temperatura ambiente T, isto €,

T

75 = KT -T),

onde k > 0 é uma constante que depende do material.

A solugao desta EDO é dada por

T(t) = To + Cexp(—kt).

Como exemplo, se um corpo resfria-se de 300°C para 150°C em 30 minutos quando
imerso num meio de temperatura constante igual a 15°C, determine a temperatura do

corpo 30 minutos depois de ter atingido a temperatura de 150°C.

Quando t = 0 temos T(0) = 300 graus, assim C = 285. Logo, temos que

T(t) = 15+ 285 exp(—kt).

Como T = 150 quando t = 30, entdo

t
1351
T(t) = 15+ 285 [ﬁ]

Assim, quando t = 60 obtemos T = 78,9°C.

Exemplo 3.4 ( Diluicao de solugdes)
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Um recipiente contendo L litros de d4gua comega a receber uma mistura de dgua
salgada, c kg de sal por litro de solu¢do, a uma razdo constante de a litros por se-
gundo. Um sistema de agitagdo no recipiente mantém homogeénea a mistura que vai
sendo formada. Simultanéamente ao processo de injecdo de dgua salgada, inicia-se a
retirada do recipiente a solugdo homogénea formada na razdo de a litros por segundo.

Determine a quantidade de sal no recipiente num instante futuro.

Por g(t) vamos denotar a quantidade de sal presente no recipiente num tempo f.

K
Logo, a concentragdo de sal na solugdo é % Tg
Assim, podemos escrever
dq q
at e oL
entra S~~~
sdi
q(0) = 0.

que é um problema de valor inicial.
A solugédo é dada explicitamente por

q(t) = cL(1 - exp(—)).

q(t)

Note que da solugdo obtemos que a concentragao T de sal no reservatoério tende

a ¢ quando t — oo.
Exemplo 3.5 ( Catendria)

Queremos determinar a forma assumida por um fio flexivel e inextensivel sus-
penso em dois pontos A e B, e sujeito ao seu proprio peso. Flexivel significa que a

tensdo no fio é sempre no sentido da tangente.

Considere um sistema de coordenadas no ponto mais baixo da curva e o eixo y
coincidente om a vertical. Vamos considerar o equilibrio do trecho OP do fio: H +
T+V =0, onde H é a tensdo do cabo no ponto mais baixo, T é a tensdao no ponto
P = (x,y) e V é o peso no trecho OP, V = ws onde w é o peso por unidade de

comprimento e s o comprimento do arco OP. A projecdo desta equagdo de equilibrio
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708 4f 43 47 0 02 14 06 08 |
t

sobre os eixos temos:

—H+Tcos(f) = 0,
—V+Tsin(f) = 0,

segue que
tan(0) = %s.

w .
Como g=° constante e tan(0) =/, e derivando podemos escrever

ds
n__ 4o
= Cdx'
Como
ds ay .,

concluimos que y deve satisfazer
1
y' =1+ ()%
Como y(0) = /(0) = 0, obtemos a seguinte solugao:
y(t) = ¢ (cosh(cx) —1).
Assim, um fio inextensivel e flexivel, suspenso em dois pontos e sujeito ao seu
proprio peso, toma a forma do grafico de cosseno hiperbdlico, esta curva é a catendria.
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Exemplo 3.6 (Crescimento Populacional)

Neste exemplo vamos estudar alguns modelos bem simples que tratam da dindmica
de uma populagdo. Os modelos que vamos analisar sdo obtidos fornecendo a taxa

de crescimento da populagdo. A taxa de crescimento de uma populagdo p(f), num
dp(t)
dt

A. O MODELO MALTHUSIANO

instante ¢, é,

Supomos que a taxa de crescimento da populacdo e’ constante e igual a k. Assim
temos dp(t)
plt k
L — kp(t).
Este modelo é bom para descrever a dindmica de uma populagdo de microorganismos

e num intervalo limitado de tempo.

A equacdo que descreve a dinamica da populagdo é dada por:

& p() = kp(t)

A constante k é a medida que mostra como a populagdo cresce por unidade de

tempo.

Se k = 0 entdo a populagdo ndo cresce e se k < 0 a populagdo estd decresecendo.

d
Ep(t) =0

Podemos usar Maple e “dsolve”para resolver a equacdo diferencial. Devemos
dp(t)
dt

especificar as condigdes iniciais, i.e.,0s valores de p(t) e

em { = 0. Supomos que

a populacgao inicial seja igual a Py, assim a solugédo é

Como voce pode ver, a solugdo é a curva constante. Isto significa que a populacdo

sera sempre a mesma.

Agora vamos experimentar para ver o que acontece se um pequeno nimero k =

0.10, correspondendo a taxa de crescimento, for considerado.

Sp(0) = 15p(1)
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A solugdo é dada por
p(t) _ e(l/lOt)k

Esta solugdo parece mais complicada do que quando k = 0. Vejamos o comporta-

mento num gréfico com o valor de k = 0.1.
p(f) -1 e(l/lOt)

Vamos tomar o lado direito para plotar.
Como vocé pode ver a populagdo cresce exponencialmente.

Agora vamos tentar substituir um valor de k < 0 na equagdo e entdo resolver e

plotar o resultado.

Tp(t) = ~kp(t)

A solugdo é dada por
P(t) _ e(fl/lot)PO

Tomando PO = 0.1 obtemos
P(t) _ .1(3(_1/10t)
o grafico.
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B. O MODELO DE VERHUSLT

Nao parece razodvel ter numa populagdo uma taxa de crescimento constante. O

modelo Verhulst leva isto em conta, a taxa de crescimento proposto por ele é

WO _ (0 pp,

onde a e b sdo constantes positivas. O modelo de Verhulst supde que a taxa de
crescimento decresce linearmente com a populagdo. Este ainda ndo é um modelo
ideal, pois ndo leva em conta que a taxa de produgdo de novos membros da espécie
depende da idade dos pais, isto é, os novos membros ndo contribuem de imediato

para o aumento da espécie.

A equagdo que descreve a dindmica da populagdo neste modelo é dada por.

D p(t) = (a—bp(t)) p(t)

Vamos tomara =b+1leb =2
d
Pt = (3=2p(1)) p(t)

e Py = 200 )
g P(1) = (3=2p(1)p(t)

resolvendo a EDO obtemos

B 600
—400 + 397 ¢(=31)

p(t) =

15
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Como voce pode ver, a solugdo tem uma exponencial no denominador.

Vamos plotar um gréfico de p(t) contra o tempo para um particular P inicial igual

a 200. Usamos o comando “plot”:
O que acontece quando o tempo tende para o infinito? A populacdo tende para

uma populagdo limite que é dada por 2

b

Exemplo 3.7 (Péndulo)

O diagrama mostra um péndulo consistindo de uma pequena massa esférica suspensa
por um fio. O péndulo estd imerso em um liquido que resiste ao seu movimento. A
flecha verde mostra a velocidade v da esfera, a flecha vermelha mostra a forca agindo

sobre ela.

Existe uma forca para baixo g devido a gravidade e também r uma forca resistiva

devido ao fluido, agindo na dire¢do oposta a velocidade do péndulo.

A equagdo que descreve o movimento do péndulo em termos do dngulo 6 entre a

esfera do péndulo e a vertical é dada por:

0(t)er = —k0:(t) —0(t).
A constante k é a medida que mostra quanta resisténcia o fluido exerce sobre a
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Diagrama do Pendulo

esfera. Se k = 0 entdo o fluido n3o exerce resisténcia.

Tomando 6(0) = ¢,6;(0) = 0 obtemos a seguinte solugéo.
6(t) = ¢ cos(t)

Como vocé pode ver, a solugdo é a curva cosseno. Isto significa que o péndulo

oscilard para sempre.

Agora vejamos o0 que acontece se um pequeno numero k, correspondendo a re-

sisténcia do fluido sobre o péndulo, for considerado,

0t = —150:(1) — 0(0)

com 6(0) = ¢, 6:(0) =0.

A solugao é dada por

o(t) = pel=1/208) cos( \/39 t)+@4)\/399e ~1/208) gin( O\/399t).

Esta solugdo parece mais complicada do que quando k = 0. Vejamos o comporta-

mento num grafico com o valor de ¢ = 0.1.

Como voce pode ver as oscilagdes do péndulo gradualmente decrescem de ampli-
tude.
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Exemplo 3.8 (Circuito Elétrico)

Um indutor de 2 H e um capacitor de 0.02 F estdo conectados série com um gera-
dor suprindo uma forga eletromotriz de 100sin(wt) volts.Determine a carga 4(t) no
capacitor como fun¢do de w se a carga inicial no capacitor e a corrente sdo ambos
nulos.

dq

Comoi = —,
dt

as leis de Kirchhoff permitem escrever

2q" +50g = 100 sin(wt).

Seja Q(s) = L(g). Como 4'(0) = i(0) = 0 e q(0) = 0, aplicando a transformada de

Laplace obtemos
50w

(82 + w?)(s2+25)°

Q(s) =

De onde segue que
10 : .
q(t) = T [5sin(wt) — sin(5t)].

Exemplo 3.9 (Sistema Massa-Mola)

Consideremos num sistema massa—mola uma massa m ligada a uma mola flexivel e
fixa em 0 e livre para mover-se sem atrito no plano. Se x denota a elongacdo de m no
tempo t a partir da posicdo de equilibrio ou repouso, de acordo com a lei de Hooke
existird uma forca restauradora agindo sobre m igual a kx, onde k é uma constante
que depende da mola. A lei de Newton diz que a forga total que age sobre m é md;—f.
Assim, temos

d*x

mﬁ = —kx.

18



Se além disso, existe uam for¢a de amortecimento proporcional a velocidade de m,

a equacao do movimento é
d%x d%x
m—s = —kx — f—.
dt? P dt?
Ou do mesmo modo,

mx" + Bx' +kx = 0.

Supondo que a massa estd inicialmente em repouso em x = 10, entdo as condi¢des
iniciais sao

x(0) =10, ex’(0) =0.

4 Transformada £ de Laplace

Nesta secdo vamos usar o conceito de operador linear e seu inverso, na solugdo
de problemas de valor inicial. A técnica da Transformada de Laplace é uma pode-
rosa ferramenta na determinacdo de solugdes de equagdes diferenciais ordindrias com
condigdes iniciais. O operador £ é um operador integral (linear) que destréi deriva-

das, transformando edo’s em simples equagdes algébricas.

Dizemos que f é continua por partes em [a, b] se é continua exceto num ntdmero
finito de pontos deste intervalo e se em cada ponto xy de descontinuidade existem os

limites laterais a direita e a esquerda, isto é,

lim f(xo+h) e lim f(xo—h)!, existem

h—0* h—0+

quando & tende a zero por valores positivos.

Seja f : [0,00) — R e consideremos

/O " exp(—st) f()dt, @&.1)

onde s é uma variavel real. Quando f é suficientemente bem comportada, que sera
feito preciso mais adiante, esta integral convergird para certos valores de s, definindo

uma funcdo de s, chamada de transformada de Laplace de f, e sera representada por
LIf] ou LIf](s)-

lapenas um destes limites tem sentido quando xq é extremo do intervalo.
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Como exemplo vamos determinar £[cos(at)].

Lcos(at)] = / exp(—st) cos(at)dt
0
t

= tliin 0exp(—st‘)cos(at)dt‘

0—o Jo

) exp(—st . S
= t%grlo {H(ﬂ sin(aty) — scos(aty)) + S,
B s
= a2 570

pois este limite existe se s > 0.

Observe que para (4.1) existir devemos exigir que f seja dominada por alguma
exponencial, assim e f(t) tende para zero rapidamente quando ¢ cresce. Mais pre-

cisamente, vamos introduzir o seguinte conceito,

Defini¢do 4.1 Dizemos que f é de ordem exponencial em [0, ) se existem constantes C > 0

e w tais que

If(8)] < Ce™t, Vi > 0. (4.2)

Sao exemplos de fungdes de ordem exponencial, f(f) = C (contante) e

t", e, sin(bt), cos(at), e"t"sin(bt), et"cos(bt).

Como consequéncia também sdo fun¢des de ordem exponencial, os polindmios e

os polindmios trigonométricos.

Para simplificar a linguagem, uma fun¢do de ordem exponencial satisfazendo (4.2)

serd chamada de func¢do de ordem exponencial «.

Teorema 4.2 (Condicdes suficientes para a existéncia de £) Se f é continua por partes

e de ordem exponential, entdo existe um real w tal que

/O Vet f(t)dt,

converge para todos os valores de s > w.

Demonstra¢ao: Como f é de ordem exponencial, exitem C > 0 e « reais tais que
f(B)] < Ce™.

20



Logo, temos que

|/Oooexp(—st)f(t)dt| < C/Oooexp(—s(—zx)t)dt
C

— ttl)lggos—tx [1—exp(—(s—a)ty)]
C
= , se s> a.
s—u

Logo, a transformada de Laplace de toda fun¢do de ordem exponencial existe, mas

e a reciproca? Uma funcdo cuja transformada de Laplace existe é necessariamente de

1
ordem exponencial? A resposta é ndo, pois a fungdo f(t) = % tem transformada de

Laplace dada por

N

N| —
9}
W
~
N

embora nao seja de ordem exponencial.

t

£ 2 L ~ .
Também e’ nao é funcdo de ordem exponencial.

Assim, o conjunto das fung¢des que possuem transformada de Laplace contém
propriamente o conjunto £ das fung¢des continuas por partes e de ordem exponencial.

O conjunto £ é o suficiente para a maioria das nossas aplicagdes.

5 Propriedades

Vamos representar por £ o conjunto de todas as fungdes continuas por partes e de
ordem exponencial. Note que £ munido das operagdes usuais de soma de fungdes e
de multiplicagdo de escalar real por funcdo, é um espaco vetorial real. Por F vamos
representar o cojunto de todas as fung¢des reais definidas em intervalos da forma
(ag, ) ou [ag, ), ap > —oco. Em F adotamos a seguinte defini¢do modificada de
soma de fungdes: se f e g pertencem a F definimos f + ¢ como sendo a fungado cujo
dominio ¢é a interse¢cdo dos dominios de f e g, e cujo valor em qualquer ponto s da a
intersecdo é f(s) + g(s). Desta maneira segue que £ é um operador linear entre £ e

F.

Vamos resumir este comentario com o seguinte resultado.

Teorema 5.1 (Linearidade £) Sejam f e g pertencentes a £ e k € R. Entio, L[k f +
8l(s) = kLIf](s) + L[g](s).
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Cuidado ao dizer que £ é um operador linear. E preciso deixar bem claro esta
nogdo, pois se considerarmos f(t) = 1e g(t) = —f(t)), entdo L[f] + L[g] é a funcdo
nula no intervalo (0,00), enquanto L[f + g|] = L[0] é fun¢do nula no em (—oo,c0).
Assim, s6 podemos dizer que L[f + g| e L[f] + L[g] sdo iguais para aqueles valores
de s onde ambas as func¢des estdo definidas. Esta dificuldade pode ser contornada se
concordarmos que duas fungdes de F sdo idénticas quando elas coincidem em algum

intervalo da forma (4, ).

Teorema 5.2 (Lerch) Sejam f e g pertencentes a £. Suponha que existe sp € R tal que
L[f](s) = L[g](s), Vs > sg. Entdo, f(t) = g(t), Vt > 0, exceto possivelmente nos pontos
de descontinuidade.

A demonstragdo serd omitida. Observe que o teorema acima diz que L é injetora.

Teorema 5.3 (Comportamento assintético de L[f]) Se f € &, entio,

lim L[f](s) = 0.

Demonstragao: Como existem constantes C > 0 e « tais que

L[A)(s)] < —<

T sS—u

, Vs > a,

o resultado segue imediatamente.

Teorema 5.4 (Fé6rmulas Elementares) Sejam f, ¢ € £ ea € R, entdo

8 Llg]

1 | cos(at) iz 5>0

2 || sin(at) a2 $>0

3 1 %, s>0

4 || t" S}%, s>0, neN

5 | exp(at) L, s>a

6 | f sLIf] - f(0T), se, fre&

o | f* SLIf] —sf(0F) — f(0F), se, fre&
exp(at)f | L[f](s —a), 1° deslocamento na variavel s
FO | —ELH),

PEO | (G L),

10 | Jo fu)dn | LEIf1G),
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Teorema 5.5 (Primeiro teorema do deslocamento na varidvel s) Seja f fungio continua

por partes e de ordem exponencial. Entdo,
Le"f] = L[f](s —a)*.

Demonstra¢dao: A demonstragdo é imediata e deixamos como exercicio.

Para o préximo resultado precisamos da fungdo degrau unitario u,(t) definida por
0,se t<a
Ug(t) = -
a() {1, se t > a.

A fungdo degrau unitério é 1til para escrever fungdes como esta

() = {O,se t<a

sin(t —a), se t>a.
Com efeito, f(t) = u,(t)sin(t — a).

Teorema 5.6 Seja f(t) = u,(t)g(t —a), a > 0, fungdo continua por partes e de ordem

exponencial. Entdo,
L[f] = exp(—as)L[g].

Demonstrac¢io: E imediato e deixamos como exercicio.

Teorema 5.7 (Mudanca de Escala) Seja f fungio continua por partes e de ordem exponen-

cial e a # 0. Entdo,
S

Lif ()] = L £IAC)

a

Teorema 5.8 (Transformada de Laplace da derivada) Seja f'(t) é fungio continua por

partes e de ordem exponencial. Entio,
LIF'(B)] = sLIf] = f(0+).
Demonstragio: A prova decorre de uma integragdo por partes. De fato,

o0 b
LIF(H)] = /0 e f (0t = lim [ e f/ (1)

b—oo

= lim [estf(t)}ngs/obeStf(t)dt

b—o0
— SLIAs) - F(04).

2exp(—as) é chamado fator de retardamento
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Corolario 5.9 Se f(") é continua por partes e de ordem exponencial em [0, 00), entdo é ficil
obter

LI = "LIf] = s"L(07) = s"2f/(0F) = - = f7D(07).
Demonstra¢io: A prova segue por indugao.

Teorema 5.10 (Transformada de Laplace de integrais)

e| [ fonan| = el

Demonstragio: Se G(t) = fotf(u)du, entdo G'(t) = f(t) e G(0) = 0. Logo,
L[f] = LIG'] = sL[G] — G(0) = sL[G],
e assim L[G] = 1L[f].

Teorema 5.11 (Transformada de Laplace de funcdes peridédicas) Se f é ordem exponen-

cial e de periodo p, entdo

1
~ 1—exp(—ps)

Clf] [ exp(=sti(y.

Demonstragio: Por defini¢do e fazendo x =t —np

©  r(n+1)
cif) = ¥ [ explostfyar

n=0" 1P

ad p
= n;)exp(—nps)/o exp(—sx)f(x)dx

1

= T exp(—ps) /Opexp(—sx)f(x)dx,

de onde segue o resultado.

6 A Inversa da Transformada de Laplace

Na determinagdo da solu¢do de uma EDO usando a transformada de Laplace de-

vemos reconstruir a solugdo y(t) conhecendo-se a sua transformada Y(s) = L(y).
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O operador que retorna y(t) a partir de L(y) é a transformada inversa de Laplace.

Escrevemos

y(t) = L7H(Y) ou y(t) = L7 [L(y)].

Observe que o Teorema 5.2, Teorema de Lerch, diz que a tranformacao linear £(vy)

é injetora. Assim, se denotamos por £(€) a sua imagem temos que

L: & — L)
o= L(f)

é inversivel. Como a inversa de uma transformacdo linear é também linear, temos que

L1 ¢ linear.

Assim temos o seguinte resultado,
Teorema 6.1 Se F = L[f] e G = L[g], entdo, L' [kF+G](s) =k f +g.

A tabela da pagina 19 pode ser usada no célculo de £~ 1[F].

Exercicio 6.2 Calcule

= 25+3
s2—4s+20|°

sugestdo: use fragdes parciais para decompor a expressdo,

7 FracOes Parciais

Dbls)
Q(s)’

onde P(s) e Q(s) sdo polindmios. Para determinar a inversa £~!(F) é conveniente

No trabalho com £, em geral, nos deparamos com expressdes racionais F(s) =

decompor F em fragdes o mais simples possivel. Fazemos isto usando o método das

fragdes parciais.

Como F(s) — 0 quando s — oo, podemos considerar apenas o caso em que o grau

de P é menor do que o grau de Q e sem fatores em comum.

Primeiro caso: Fatores Lineares Distintos:
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Se Q(s) s6 tem fatores lineares ndo repetidos, por exemplo,

Qs) = (s —a)(s —a2) -+~ (s = an),

entdo decompomos F em fragoes do tipo

A A
Fls) = 4t
1 5—ay

Como exemplo, decomponha

s2+3s—6
Fls) = s(s—1)(s—2)°

Como o denominador s6 tem fatores lineares nado repetidos

Q(s) =s(s = 1)(s = 2),

vamos determinar A, B e C tais que

s24+3s—6 A B C
= —+ —++ .
s(s—1)(s—2) s s—1 s—-2
Realizando uma conta simples, obtemos A = —3, B =2 e C = 2. Logo,
s2+3s—6 -3 2 2
= —+ —+

s(s—=1)(s—2) s s—1 s—=2
Exercicio 7.1 Resolva cada um dos PV abaixo.
1.y" =3y +2y=0, y(0)=3, y'(0) =4
2.y +y=t y(0)=-1, y(0)=3.
3.y"+y —y=4dexp(t), y(0)=1, y'(0)=0.
4. 2y" + 50y = 100sin(wt), y(0) =0, y'(0) =0.

59" +4y +8y=0, y(0)=2, y(0)=0.

Segue que a determinagdo de £~ !(F) agora é mais facil. De fato,

L7YF)(s) = =3 +2exp(t) +2exp(2t).

Outro exemplo, decomponha




Segundo caso: Fatores Lineares Repetidos: Se Q(s) tem fatores lineares repetidos, a
cada fator linear repetido ax + b que aparece n vezes no denominador, corresponde

uma soma de 1 fragdes parciais da forma

Aq n Ap R An
ax+b  (axtb)? (axtb)r’

onde Ay, Ay, ..., A, sdo constantes a serem determinadas.

Por simplicidade vamos supor que Q(s) tem um tinico fator linear (s — a) repetido

m = 2 vezes, isto é, em Q(s) aparece o fator (s —a)". Neste caso Q(s) tem a forma

Qs) = (s =a)"(s = b1) -~ (s = bn),

e entdo devemos procurar por constantes Ay, Ay, By, ..., B, tais que

Aq Ap By By,
F(s) = oo B
(5) s—a+(s—a)2+s—blJr +s—bn

Se existem mais termos lineares repetidos devemos incluir termos como os dois

primeiros da igualdade acima.

Como exemplo, decomponha

Como o denominador tem fatores lineares repetidos, Q(s) = (s — 1)?, vamos deter-

minar Ae B

s A n B
(s—1)2 s—-1 (s—1)%
Realizando uma conta simples, obtemos A = B = 1. Logo, temos que
s 1 n 1
(s—1)2 s—1 (s—1)2

Segue que
L7YF)(s) = texp(t) +exp(t).

Outro exemplo, decomponha




Terceiro caso: Fatores distintos do segundo grau: A cada fator do segundo grau irre-
dutivel ax? 4 bx + ¢ que aparece uma vez no denominador, corresponde uma fracéo

parcial da forma
Ax+ B
ax?+bx + ¢’

onde A, B e C sdo constantes a serem determinadas.

Quarto caso: Fatores repetidos de segundo grau: A cada fator do segundo grau
irredutivel ax? + bx + ¢ que aparece 1 vezes no denominador, corresponde uma soma

de n fragOes parciais da forma

Aix + By Arxx + By n Aux + By
ax2+bx+c  (ax?2+bx+c)? (ax? 4 bx + )"’

onde A;, B; sdo constantes a serem determinadas.

Na teoria da transformada de Laplace sempre é possivel usar niimeros complexos.

8 Teorema da Convoluc¢ao

Uma questdo que surge naturalmente é como expressar L‘l[F G]. E isto que vamos

tentar responder agora.

Dadas fungoes f e g, representamos a convolugdo entre elas por f * ¢ e definimos

por
(fxg)(t) = /O t F(t—u)g(u)du.
Note que valem as seguintes propriedades de demonstracio imediata:
@fxg=gx*f
b)f « (§+h)=fxg+fxh
(©f * (kg) =k(fxg), Vk e R
@15 f = [y f(u)du
(€) Lxf = f(t) — f(0)du
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Teorema 8.1 (Teorema da Convolucdo) Sejam f e g continuas por partes e de ordem ex-

ponencial tais que F(s) = L[f] e G(s) = L[g]. Entdo, vale a sequinte relagio
L7UFG] = fxg.

Como exemplo,consideremos F(s) = % e G(s) = Zt5 e Y(s) = F(s)G(s). Vamos

determinar y(t) tal que L[y] =Y.

Notemos que L[t] = F e L[sin(t)] = G. Pelo teorema da convolug¢do, temos que

1 1
y(t) = L7 L—zm}
_ /Ot(t—u)sin(u)du
= —(t—u)cos(u) —sin(u)|}

= —sin(t) +¢.

9 Aplicacdes a EDO'’s

Agora vamos utilizar as propriedades do operador £ para obter solugdes de algumas
EDQ'’s simples.
A- Considere o PVI dado por

/!

y—-y=1,
y(0)=0, ¥(0) =1
Aplicando £ a equagido obtemos
Lly"] - Lly] = L[1].
Usando o Teorema 5 obtemos

2Ly -1~ Lly) = -

Logo,
1 1 1

£[y]:s(s—l) Ts-1 s

Novamente usando o Teorema 5 temos que

Lly] = Llexp(t)] - £[1] = Llexp(t) — 1],
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de onde segue que

y(t) = exp(t) — 1.
B- Considere o PVI dado por

V' +y —2y=4dexp(t) +1,
y(0) =0, ¥'(0) =0.

Aplicando £ dos dois lados da equagdo e usando as propriedade obtemos obtemos

s+l 4 1 1
ﬁ[]/]—52+s_2+(s_1+g) ((sz+s—2>'

Como s> +s —2 = (s +2)(s — 1), podemos escrever

s+1 4 1
=66 -1) T o6+ TS DG+

Usando fragdes parciais, devemos determinar constantes A, B,C e D tais que

s+1 4 1 A B C D
G+26-1) T G-126+42) ss-1)(s+2) s s+2 (=12 ts-t

: _ 1 p_17 ~_4 _5
Uma conta simples mostra que A = —5, B= 15, C=3eD = 3.

A Aplicando £}, obtemos

1 17 4 5
y(t) = —5+ 15 exp(—2t) + gtexp(t) t9 exp(f).

C- Considere o PVI dado por

y" + 4y’ + 13y = 2t + 3exp(—2t) cos(3t),
y(0) =0, y'(0) = —1.
Aplicando £ dos dois lados da equagdo e usando as propriedade obtemos

iyl = — 1 N 2 3(s+2)
A T2 a5y 13 T (245 +13) | (L +4s+13)2

Aplicando fragdes parciais e L1 obtemos

179 , 8 1 :
y(t) = ~507 exp(—2t) sin(3t) + 160 exp(—2t) cos(3t) + Et exp(—2t)sin(3t) + —t — —.
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Exercicio 9.1 Resolva cada um dos PV1I abaixo.
1.y" =3y +2y=0, y(0)=3, y(0) =4

22y +y=t y(0)=-1, y(0)=3.

3.y"+y —y=4exp(t), y(0)=1, y'(0)=0.
4. 2y"” + 50y = 100sin(wt), y(0) =0, y'(0) =0.

59" +4y +8y =0, y(0)=2, v'(0)=0.

10 Métodos para determinar a transformada inversa de

Laplace

Um dos métodos mais simples para determinar a transformada inversa de Laplace é
usar o método das fragdes parciais juntamente com a tabela de valores da transfor-

mada de Laplace. Este foi o método utilizado até aqui.

Outro método muito ttil é o método das séries de poténcias negativas. Se F(s)
tem um desenvolvimento em séries de poténcias negativas (cuidado! precisamos de

condi¢des adicionais) dado por

entdo podemos inverter termo a termo para obter

f(t):a0+a1t—|—...+ant”+....

Existe uma férmula explicita para a transformacdo inversa de Laplace, mas ela
envolve integra¢do sobre um contorno no plano complexo, chamado de contorno de

Bromwich.

A titulo de curiosidade apresentamos a sua expressao aqui:

H= L [ty ds, £ 0
F) =5 | F)ds, 1>
e F(t) = 0set < 0. Esta integral deve ser calculada ao longo de uma reta s = 9 no
plano complexo, onde s = x + iy. O ntimero real 7y deve ser escolhido de modo que

s = 7 esteja a direita de todas as singularidades.
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11 Aplicacdo a sistemas de EDO'’s

Como exemplo, vamos considerar o seguinte sistema de equagdes diferenciais or-
dindrias.

Resolva o seguinte sistema de EDO’s

dx
g—t—Zx—3y,
y
Z_y-2
ar Y

%(0) = 8,1(0) = 3.

Se L[x] = X e L[y] = Y, entdo tomando a transformada de Laplace nas duas

equagdes e usando as condi¢des iniciais, temos

sX -8 = 2X-3Y
sY -3 = Y-2X.

Resolvendo o sistema linear, obtemos

5 3
X_s—|—1+s—4'
5 2
Y = —
s+1 s—14

De onde segue que
x(t) = 5exp(—t) + 3exp(4t),

y(t) = 5exp(—t) — 2exp(4t).
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