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PREFACIO

A Geometria Euclidiana desempenha um papel importante em
todas as séries do ensino fundamental e médio. Ultimamente, a Geometria
Euclidiana tem sido deixada de lado e outros aspectos mais operatorios da
Matematica tém sido enfatizados. Os alunos das séries iniciais ha muito
tempo, demonstram indiferenca frente a Geometria. Com o computador nas
escolas e com o aparecimento de softwares mais amigaveis para 0 ensino
de Geometria, este topico com certeza ganhard vida nova e ficard mais
atraente.

Este texto foi elaborado com a preocupacdo de deixar a
Geometria interessante, porque assim ela o €, sem sacrificar o rigor. O texto
¢ elementar e envolve apenas conteudos dos niveis fundamental e médio.
Surgiu de vaérios cursos de Geometria oferecidos pelo Departamento de
Matematica da Universidade Estadual de Maringé — Pr, para professores da
rede oficial ensino e para alunos da Licenciatura em Matematica e varias
vezes reescrito. Nao € um texto completo, mas esperamos que seja uma boa
introducdo a Geometria Euclidiana. Ao final destas notas apresentamos
alguns softwares que podem ser utilizados em sala de aula para auxiliar no
ensino de Geometria. Nao discutimos aqui a metodologia a ser empregado
nas aulas de Geometria com o auxilio do computador, mas lembramos que
o computador € apenas mais uma poderosa ferramenta de auxilio no ensino
de Matematica.

Sugerimos o uso dos softwares, Cinderella, Cabri, Poly e Pick,
para ilustrar os principais resultados destas notas. Com os recursos destes
programas, pode-se desenhar e animar as construcdoes e verificar as
propriedades apresentadas pelos teoremas. Este livro acompanha um CD
com os softwares, em versdo demonstracdo, que foram utilizados neste

livro e as principais atividades desenvolvidas.
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A primeira versdo deste texto data de 1985 e foi utilizado em um
minicurso oferecido pela UNESP para professores de Matemadtica da rede
publica de ensino do Estado de Sdo Paulo, ocasido em que o teorema de
Pick foi introduzido pela primeira vez no Brasil. Depois o texto passou por

pequenas corre¢oes € melhorias ao longo dos anos.
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1. INTRODUCAO

Os objetos elementares do plano sdo os pontos e as retas. Estes
sdo idéias primitivas. O plano € constituido de pontos e retas, as retas sao
subconjuntos especiais de pontos distintos do plano. Pontos e retas do
plano devem satisfazer a cinco grupos de axiomas que sdo apresentados no
decorrer do texto. Em outras palavras, sdo propriedades fundamentais
aceitas sem demonstracoes.

Axiomas de Incidéncia

All - Qualquer que seja a reta existem pontos que pertencem a reta e

pontos que ndo pertencem a reta.

P
Q

AI2 - Dados dois pontos distintos existe uma tnica reta que os contém.

Usaremos letras maitsculas A, B, C...., P, Q, R, para denotar
pontos e letras minusculas a, b, ¢, d,..., m, n, para indicar retas.
O conceito de “um ponto esta entre outros dois” € caracterizado

pelos axiomas AO1, AO2 e AO3

Axiomas de Ordem (AQ)

AOI - Dados trés pontos distintos de uma reta, um e apenas um deles

localiza-se entre os outros dois.

P Q R
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Definicao - O conjunto constituido por dois pontos A e B e por todos os

pontos que se encontram entre A e B € chamado de segmento AB,AeB
sdo chamados extremos ou extremidades do segmento.

Muitas figuras geométricas sdao constituidas de segmentos de
retas. A mais simples delas € o tridngulo, que € formada por trés pontos que
ndo pertencem a uma mesma reta € pelos segmentos que os une. Os pontos

sdo chamados vértices do triangulo e os segmentos, de lados do tridngulo.
C

A B
Definicao - Se A e B sdo pontos distintos, o conjunto constituido pelos

pontos do segmento AB e pelos pontos C tais que B estd entre A e C, €

chamado semi-reta de origem A contendo B, € representada por AB.

A B C

Observe que dois pontos distintos A e B determinam duas semi-

retas. A saber: &B e BA.
A B

A B
AQO2 - Dados dois pontos distintos A e B sempre existem:
- um ponto C entre A ¢ B
- um ponto D tal que B estd entre A e D

C D
A B

Como conseqii€éncia imediata deste axioma é que, entre dois

pontos quaisquer de uma reta, existe uma infinidade de outros pontos.
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Definicao: Sejam m uma reta, A e B pontos fora de m. Diremos que A ¢ B

estdo de um mesmo lado da reta m se o segmento AB nao a intercepta.

A
m m

Definicao: Sejam m uma reta e A um ponto fora de m. O conjunto de todos
os pontos de m e de todos os pontos B tais que A e B estdo de um mesmo

lado da reta m € chamado semi-plano determinado por m e contendo A.

m

AO3 - Uma reta m determina exatamente dois semi-planos distintos cuja

intersecdo € a reta m.

Axiomas sobre medicao de segmentos (AM)

AMI - A todo par de pontos do plano corresponde um nimero real maior
ou igual a zero. Este nimero é zero se, € somente se, 0s pontos sao
coincidentes.

O numero a que se refere o axioma € chamado distancia entre os
pontos.
AM?2 - Os pontos de uma reta podem ser sempre colocados em
correspondéncia biunivoca com os nimeros reais, de modo que a diferenca
entre estes nimeros meca a distancia entre os pontos correspondentes.

0 )

Q

R

-3
P
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De acordo com o axioma AM1, o comprimento de um segmento
¢ sempre ndo-negativo. Assim se a € b sdo as coordenadas das
extremidades do segmento AB, o seu comprimento serd a diferenca entre o
maior € o menor dos nimeros. Isto é equivalente a tomar o valor absoluto
da diferenca dos numeros em qualquer ordem.

Portanto, podemos rescrever o axioma AM2.

AM2 - Os pontos de uma reta podem ser sempre colocados em
correspondéncia com os numeros reais, de modo que:

1) A cada ponto da reta corresponde exatamente um nimero real.

i1) A cada real corresponde exatamente um ponto da reta.

i11) A distancia entre dois pontos quaisquer é o valor absoluto da

diferenca dos numeros correspondentes.
Denotamos o comprimento do segmento AB por AB. Uma

correspondéncia do tipo descrito pelo axioma anterior ¢ chamada um
“sistema de coordenadas”. O nimero correspondente a um dado ponto é

chamado de coordenada do ponto.

AM3 - Se o ponto C estd entre A e B, entio AC+CB=AB.

A C B

Definicio: Chamamos de ponto médio do segmento AB ao ponto M deste
segmento tal que AM = MB.

Definicao: Seja A um ponto do plano e r > 0 um real. A circunferéncia de
centro A e raio r >0 € o conjunto de todos os pontos B do plano, tais que

AB =r.
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E conseqiiéncia de AM2 que podemos tracar uma circunferéncia
com qualquer centro e raio. Se um ponto C do plano € tal que AC <r, entdo
C € dito estar no interior da circunferéncia. O conjunto de pontos interiores
a circunferéncia € chamado disco ou circulo de centro A e raior.

E um fato de que o segmento de reta determinado por um ponto
de dentro do circulo € um ponto fora do mesmo tem um ponto em comum

com a circunferéncia.

Axiomas sobre medicio de Angulos (AM)

Definicao: Chamamos de angulo a figura formada por duas semi-retas de

mesma origem.

C
Representamos o angulo acima por BAC.
As semi-retas sao chamadas de lados e a origem de vértice do
angulo. O angulo formado por duas semi-retas distintas de uma mesma reta

¢ chamado angulo raso.

A
Assim como medimos segmentos com uma régua, medimos

angulos com um transferidor.
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A ordem em que os lados sdo mencionados ndo faz diferenca.
Em trigonometria a idéia de angulo aparece de uma forma diferente. Neste
caso, faré diferenca qual lado é mencionado em primeiro lugar.

A unidade usada para medir angulos € o grau. O nimero de
graus de um angulo é chamado medida deste angulo. Se existirem r graus

no angulo BAC, escrevemos mBAC = 1°.

AM4 - A todo angulo BAC corresponde um niimero real entre 0 e 180. A

todo angulo raso corresponde o real 180 e a todo angulo nulo corresponde o

real zero.
180° 0°
P
B A C A B C

Ao nimero real correspondente ao angulo BAC denominado
medida deste angulo.
Definiciio: Seja BAC um 4ngulo do plano. Um ponto P est no interior do

angulo BAC se ocorrer uma das condig¢des:

— >

1) P e B estao do mesmo lado da reta AC.

— >

11) P e C estdo do mesmo lado da reta AB.
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Exterior '

O exterior do angulo BAC é o conjunto de pontos do plano que
nao estao no angulo ou no seu interior.

Podemos construir um angulo onde desejarmos, com qualquer
medida entre 0 e 180. E claro que se comegar com uma semi-reta num
plano e um real 0 < r < 180, podemos construiu nosso angulo tanto num

como noutro semi-plano determinado pela reta que contém a semi-reta.

AMS - (Construgao de angulos) Seja XB a semi-reta contida num semi-

plano H. Para todo real r entre 0 e 180 (inclusive) existe exatamente uma

semi-reta A?P, com P em H, tal que Mpab = r°.

A B

AMSG - (Adicdo de angulos) Se D estd no interior do angulo BAC, entdo
mBAC = mBAD + mDAC.

A C

(©N

Definicao: Dois dngulos sdo suplementares se a soma de suas medidas
180°. Cada um € chamado suplemento do outro.

Dois angulos sdo complementares se a soma de suas medidas €
90°. Cada um ¢ chamado complemento do outro. Um angulo cuja medida é

90° € chamado angulo reto.
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Quando duas retas distintas se interceptam formam quatro angulos. De
acordo com a figura os angulos AOB e DOC sio chamados opostos pelo

vértice. Sdo também opostos pelo vértice os dngulos AOD e BOC.
A D
B>C<
Teorema 1 - Angulos opostos pelo vértice tém a mesma medida.

Demonstracao: Exercicio.

Como atividade, faca uma pagina usando o Cabri ou usando o Cinderella

para ilustrar este resultado.

2. POLIGONOS

Uma poligonal € uma figura formada por uma seqii€éncia de

pontos Aj, As, ... ,A, € pelos segmentos A A,,AA,,...,A A, . Os pontos

sdo os vértices € 0s segmentos sdo os seus lados.

Um poligono é uma poligonal em que as trés condi¢des abaixo

sdo satisfeitas:
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1) A=A

i1) Os lados da poligonal se interceptam somente em suas extremidades.
iii) Dois lados com a mesma extremidade ndo pertencem a uma mesma
reta.

Exemplos

Quais sdo poligonos?

Em outras palavras, um poligono é uma poligonal fechada, sem
auto-intersec@o e com vértices apenas na intersecao dos lados.

O segmento ligando vértices nao-consecutivos de um poligono é
chamado uma diagonal. Um poligono é convexo se dados dois pontos

quaisquer do seu interior o segmento de reta que os une estd inteiramente

contido no poligono.

P_____,—"F-J Q

convexo nao-convexo

E comum definir diagonal apenas para poligonos convexos. Nao
ha nada que nos impeca de definir diagonal no caso geral. No entanto,

quando o poligono € convexo todas as diagonais caem dentro do poligono.
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Poligonos convexos recebem denominacdes especiais de acordo

com o numero de lados:

N¢ de lados Nome do poligono

3 Triangulo

Quadrilatero

Pentagono

Hex4gono

Heptagono

Octégono

O 0| I &N | B~

Nonégono

10 Decagono

Exercicios

1. Quais das figuras abaixo sdo poligonos? Justifique.

Geometria Euclidiana -




2. Dar uma maneira de determinar o nimero de diagonais de um poligono.
Nao vale aquela féormula decorada. Diga em quantos triangulos as

diagonais partindo de um vértice divide o poligono convexo.

Y/ 5D

3. Quais sdo poligonos convexos? Justifique.

i S o

/S

4. E dada a figura a seguir com vértice O. O angulo SOT é reto e mTOB =
50°.

%
A

a) D€ um par de semi-retas perpendiculares

b) D€ um par de angulos complementares

c) D& um par de angulos suplementares

5. Se PAM e MAJ sio complementares e KAJ e MAJ sido complementares,
por que KAJ OPAM (congruentes)?

Geometria Euclidiana -



6. Se duas retas distintas se interceptam, quantos pares de angulos opostos
pelo vértice sdo formados?

b) Se um deles mede 62°, qual a medida dos outros?

4. RETAS PERPENDICULARES
E claro que o suplemento de um 4ngulo reto é também um
angulo reto. Quando duas retas distintas se interceptam, se um dos quatro
angulos formados por elas for reto, entdo todos os outros também o serdo.
Neste caso, diremos que as retas sdo perpendiculares.
Teorema 2: Por qualquer ponto de uma reta passa uma tnica perpendicular
a esta reta.

Demonstraciao: Dada uma reta m e um ponto A sobre ela, as duas semi-

retas determinadas por A formam um angulo raso. Considere um dos semi-

planos determinados por m. De acordo com AMS existe exatamente uma

semi-reta A?P, tal que mPAB = 90°. Portanto, ;\13 ¢ perpendicular a reta m.

1

A

Isto conclui a demonstragao.

5. CONGRUENCIA

Defini¢io: Diremos que dois segmentos AB e CD sio congruentes se eles
tém a mesma medida. Dois 4ngulos BAC e DEF sdo congruentes se eles

tém a mesma medida.
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Proposicao 3: A relacdo de congruéncia € uma relacdo de equivaléncia.

Isto é, é reflexiva, simétrica e transitiva.

Definicao: Dois tridngulos sdo congruentes se for possivel estabelecer uma
correspondéncia biunivoca entre seus vértices de modo que lados e angulos
correspondentes sejam congruentes.

Mais precisamente, os tridngulos AABC e AA’B’C’ sdo
congruentes se, € somente se, existe uma bijecdo entre seus vértices,
A B Cj

|

digamos: Q:
8 Q(A‘ B C

A A

de modo que:

AB=A’B’ mBAC =mB’A’C’
BC=B'C’ mA cB=mA'c’B'
CA =CA’ mCRBA =mC'B A’

Neste caso escrevemos ABC « A'B'C' para dizer que:
A estd associado a A’
B esta associado a B’
C estd associadoa C’
Intuitivamente, dois tridngulos sdo congruentes se um pode ser sobreposto

sobre o outro.
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A correspondéncia ABC « DEF € chamada LAL (lado-angulo-
lado) se dois lados e o angulo determinado por eles, do primeiro tridngulo

sdo congruentes aos elementos correspondentes do segundo triangulo.

Da mesma forma, ABC o DEF € chamada uma
correspondéncia ALA (angulo-lado-angulo), se os dois angulos e o lado
determinado por eles no primeiro tridngulo, sdo congruentes aos elementos

correspondentes do segundo.
B C E F
A correspondéncia LLL (lado-lado-lado) significa que lados

correspondentes sao congruentes.

A D
EC ‘ j\f”F
B E

Axiomas de Congruéncia

ACI1 - Toda correspondéncia LAL € uma congruéncia.
AC2 - Toda correspondéncia ALA € uma congruéncia.

AC3 - Toda correspondéncia LLL é uma congruéncia.

Geometria Euclidiana -



Observagdo: Pode-se provar que AC2 e AC3 sado conseqiiéncias de AC1.

Exemplos

1. A cada par de tridngulos abaixo, quais sdo congruentes por LAL.

e Y

T

LT >

2. Indique o axioma que garante, se for o caso, que os tridngulos sdo

congruentes.

NS AN
N Al =5
A= <o~ <A

Exercicios

1. Quais pares de triangulos sdo congruentes por LAL?
Geometria Euclidiana -



=N
oo

AL

AVA

2. Quais pares de tridngulos sdo congruentes? Justifique.

[/
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3. Suponha que vocé queira medir a distancia entre dois pontos situados em
lados opostos de um lago. O lago € habitado por um monstro. Qual € a

sua saida?

4. Trés pedacos de madeira sdo pregados, dois a dois, de modo a formar um
triangulo, com somente um prego em cada vértice. Como na figura
abaixo. A figura assim obtida € rigida. Porque?

E se quatro pedacos de madeira forem pregados, o quadrildtero seria

rigido?

5. Explique porque € usual reforcar um portdo com uma trave na diagonal.

Ver figura.
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6. APLICACOES DE CONGRUENCIA
Definicao: Se D estd no interior de BAC e mBAD=mDAC, entdo XD

divide BAC ao meio e AD é chamada a bissetriz do 4ngulo BAC.
Teorema 4 - Todo angulo possui exatamente uma bissetriz.

Demonstracao: Na figura, escolha B e C, sobre os lados do angulo A, de

modo que BA=CA. Seja D o ponto médio de BC. Entdo ADB . ADC ¢é
uma correspondéncia LLL. Pelo axioma LLL, temos que AADB [1AADC.
Portanto, BAD JCAD, porque estes sdo dngulos correspondentes. Assim A
tem uma bissetriz.

B
D

C

Suponha agora que AD divida BAC ao meio como é visto

abaixo. Se r = mDAC, entio r = mDAB. Portanto, r = %mBAC. Mas

sabemos também que D estd no mesmo lado de AC, pelo axioma da

constru¢do de angulos existe uma unica semi-reta AD que d4 um angulo

com a medida desejada. Logo, a bissetriz € unica.
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Teorema do tridngulo isdsceles 5

Se dois lados de um triangulo sd@o congruentes, entdao os angulos
opostos a estes lados sdo congruentes.

Demonstraciao: Considere o tridngulo AABC com AB=AC. Provaremos

que ABC e ACB sdo congruentes. Considere a correspondéncia

ABC o ACB entre AABC e si mesmo. Por LAL, segue que AABC []
AACB. Portanto, ABC C ACB.

Isto conclui a demonstragao.

Corolario 6 - Todo tridngulo equildtero é eqiiidngulo (com os 3 angulos
congruentes).

Demonstracao: Imediata do teorema anterior.

A

B C

Teorema 7 - Se dois angulos de um tridangulo s@o congruentes, entdo os

lados opostos a estes angulos sdo congruentes.
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Demonstraciio: Dado o AABC, se ABC [ ACB, provaremos que AB =

AC. Considere a correspondéncia ABC - ACB, € uma correspondéncia

ALA. Portanto, AABC LJAACB e AB = AC.

Isto conclui a demonstragao.
Corolario 8 - Todo tridngulo equiangulo € equilatero.

Demonstracao: Imediata do teorema acima.

Definiciio - No tridngulo AABC, ABC, BCA e CAB sio chamados
internos. Os suplementares destes angulos sdo chamados angulos externos
do tridingulo. Na figura BAD, é um angulo externo.

B

Tt e
C A D

Apresente mais dois angulos externos:

Teorema do angulo externo 9

Todo angulo externo € maior que qualquer um de seus angulos
internos nao adjacentes.

Demonstracdo: Dado o AABC, com C entre A e D, provaremos que

mBCD > mABC. Veja as figuras.
B
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Afirmacdes

1.
2.

O o0 N N U B~ W

Seja E o ponto médio de BC

Seja F um ponto na semi-reta

oposta a EA tal que EF=EA

. mBEA=mCEF

. ABEA OACEF

. mABE = mECF

. mBCD = mECF + mFCD
. mBCD = mABE + mFCD
. mBCD > mABE

. mBCD > mABC

Justificativa

Existe ponto médio

....................................

....................................

adicao de angulos
afirmacdes Se 6

soma de nimeros positivos

.........................................

Isto conclui a demonstragao.

7. PARALELISMO

AP1 (Axioma das paralelas) - Por um ponto P fora de uma reta m passa

uma unica reta paralela a m.

A existéncia de retas paralelas pode ser demonstrada por meio

dos axiomas e resultados anteriores, mas a unicidade s6 pode ser garantida
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pelo axioma das paralelas. Este € o mais polémico dos axiomas da
geometria, responsavel por descobertas importantes na drea da geometria.

Teorema 10 - Se a reta m € paralela as reta n; e ny, entdo n; € ny sao

paralelas ou coincidentes

n,

Demonstracio: Suponha que n; e n, sdo ndo coincidentes e paralelas a m.

Vamos provar que sao paralelas entre si. Se n; € ny ndo fossem paralelas
entre si, elas se interceptariam num ponto P. Mas n; e n, seriam paralelas a
m e passando por P. Isto contradiz o axioma das paralelas. Logo, n; e n; sdo
paralelas.
n2
P n,

m

/

Isto conclui a demonstragao.

Duas retas no plano sdo paralelas se elas ndo se interceptam.
Esta defini¢do de retas paralelas ndo € tdo simples de usar como aparenta.
Desde que retas sdo infinitas em comprimento, como poderemos provar
que duas retas nao se encontram num ponto P do plano muito distante?
Uma maneira simples de responder a esta pergunta € através da
comparagdo de dois angulos que elas formam com uma outra reta que as

intercepte.
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e

e
5
4r“‘*x2

Nas figuras acima, os angulos:

1 e 2 sdo alternos-internos

4 e 5 sdo alternos-internos

2 e 3sdo angulos correspondentes

4 e 6 sdo angulos correspondentes

Teorema 11 - Se as retas m e n sdo cortadas por uma transversal t,

formando um par de angulos alternos-internos congruentes, entao as retas

m e n sdo paralelas.

Demonstracido: Suponha, por absurdo, que m e n se interceptam num

ponto P. Mostraremos que isto nos levara a uma contradi¢do. Estamos

supondo a seguinte situagao.
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Seja S um ponto na semi-reta PA , no lado de t oposto a P. Entao
SAB é um angulo externo do tridngulo AABP. Pelo teorema do angulo
externo, ma’ > ma. Absurdo, pois por hipétese a3’ [14. Logo, m e n sdo

paralelas. Isto conclui a demonstragdo.

Prove vocé agora que se hd um par de angulos correspondentes

congruentes, as retas sao paralelas.

A

d
/

Teorema 12 - Se duas retas paralelas sdo cortadas por uma transversal,

entdo os angulos correspondentes sdo congruentes.

Demonstracao - Sejam m e m’ duas retas paralelas e seja n uma reta que

corta m € m’ nos pontos A e B. Considere m” a reta passando por A e
formando com a transversal quatro angulos congruentes aos angulos

correspondentes formados pela reta m’ com a mesma transversal.

Ja' oA g
——

7 "

Logo, m’ e m” sdo paralelas. Como m|jm’ e m’||m” segue que

m||m” ou sdo coincidentes, mas m e m” se interceptam em A. Logo, m e m”
sao coincidentes.

Portanto, m forma &angulos com a reta n congruentes aos
correspondentes  formados por m’ € com a reta n. Isto conclui a

demonstragao.
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Teorema 13 - A soma dos angulos internos de um triangulo € 180°

Demonstracao:

Seja o tridngulo AABC. Pelo vértice C trace uma paralela ao

lado AB. Numere 0s angulos formados com o vértice C.

C
1N 83
2

A B

Temos que m(i +2+ 3) =180°

Como ;&6 € transversal as duas paralelas, segue que ICA.

— >

Como BC ¢ transversal, entao 3CB. Logo,

m(A +B+C) =180°.
Isto conclui a demonstragao.
Como atividade, faca uma pédgina usando o Cabri ou usando o Cinderella
para ilustrar este resultado. Construa um triangulo qualquer e mega os seus
angulos internos. Verifique esta soma é 180°. Faca alteracdes no triangulo
modificando a sua forma e observe que a soma permanece igual a 180°.
Uma informacdo: existem geometrias “ndo euclidianas”, em que esta soma
pode ser maior ou menor de 180°.
Exercicios

1. Sendo r e s paralelas, calcule os angulos indicados.

a)

}’/étr
/6[} :

b)
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2. As retas abaixo sdo paralelas? Justifique.

a) b)

&0 A0,

z/@ <%0

S /50

20
120, T A

e e

3. Mostre que mCAK > mHGB.

4. Explique porque a figura a seguir indica uma situacdo impossivel.
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C
y D A
A B

5. Prove que a soma das medidas de dois angulos quaisquer de um

tridngulo é menor que 180°.

C

C
a b
A B

6. Prove que em qualquer tridngulo, um angulo externo € igual a soma dos

dois angulos internos ndo adjacentes a ele.

7. O triangulo AABC abaixo € isosceles?

8. Os triangulos AABC, abaixo sdo isdsceles? Quais sdo equildteros?

PAARVAAN

9. Calcule x e y sabendo que RS = RT
E = T
/%\ w
X
¥
3 T R
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Y

10. Uma bissetriz de um triangulo € uma semi-reta que divide um angulo
em dois angulos congruentes. No triangulo isdsceles AABC com AB =

BC, um dos angulos da base mede 40°. Determine o angulo formado

pelas bissetrizes ]§P e CAR.

11. O triangulo AABC € isOsceles de base BC e BP & bissetriz. Calcule X,

y e Z.

B C
12. A reta t € paralela a base dos triangulos, calcule x, y e z.

A A

e~ A

B C

13. Sejam os tridngulos AABC e ADEF abaixo. Prove que:
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p
o

B c E F
a) SeBC=EFe A LD, entdo os triangulos sdo congruentes

b) Se AB=DEe BLE, entio os tridngulos sdo congruentes

8. QUADRILATEROS

Trataremos aqui apenas de quadrilateros convexos. Dois lados
de um quadrildtero sdo opostos se ndo se interceptam. Dois lados sdo
consecutivos se tétm em comum uma extremidade. Dois angulos sdo
consecutivos se ttm um lado do quadrilatero comum. Uma diagonal de um

quadrildtero é um segmento ligando dois vértices ndo consecutivos.
/A /B A B
D I's: D C

Os quadrilateros com forma particular, formas especiais, sao:

Trapézio - quadrilatero com dois lados paralelos.

Paralelogramo - quadrilatero com dois pares de lados paralelos.

Losango - paralelogramo cujos lados sao todos congruentes.
Retangulo - paralelogramo cujos angulos sdo todos retos.

Quadrado - Retangulo cujos lados sdo todos congruentes.

Note que se m e n sdo retas paralelas, entdo todos os pontos de m estdo a
mesma distancia da reta n.

Teorema 14 — Sejam m e n retas paralelas. Entdo todos os pontos de m

estdo a mesma distancia da reta n.
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Demonstracio: Para provar esta afirmacdo, sejam m e n retas paralelas.

Sobre m tome dois pontos A e A’, e deles baixe perpendiculares a reta n.
Sejam B e B’ os pés das perpendiculares. Devemos provar que ABLA'B.

Considere a diagonal A'B'.

M A'

Observemos que AA'BOA'BB' ¢ que A’AB [90°. Portanto, AAA’B e

ABB’A’ sdo triangulos retangulos com angulos agudos congruentes e

hipotenusa comum. Logo, AAA’B’ JABB’A’ e entédo ABUA'B'.

Isto conclui a demonstragao.

Teorema 15 - Num paralelogramo lados e angulos opostos sdo

congruentes.

Demonstracao: Dado o paralelogramo [TABCD, como AD//BC e

AB//DC e AC é transversal.
4 B

A

D C

segue que: BAC C ACD
ACB [ CAD

Por ALA, os triangulos AABC e ACDA sido congruentes. Portanto,
ABC L CDA e ABLDC.
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Isto conclui a demonstragao.

D Teorema 16 - As diagonais de um paralelogramo se

dividem ao meio.

Demonstracao - Exercicio. Use ALA e LAL.

Desafio: Fazer uma pesquisa, para mostrar que as diagonais se cruzam.

Teorema 17 - Se um paralelogramo tem um angulo reto todos os demais

sao retos.

Demonstracio - A soma dos angulos internos de um quadrilatero € 360°

(Por qué?). Como angulos opostos sdo congruentes, temos que dois medem
90° e que os outros dois medem juntos 180°. Logo, cada um deles mede

90°.

A
B‘x
Le 4

Isto conclui a demonstragao.

Teorema 18 - Num losango as diagonais sdo perpendiculares entre si.

Demonstracio - Basta provar que BD e AC sio perpendiculares. Veja a

figura.
Sabe-se que as diagonais de um paralelogramo se dividem ao meio. Logo,

na figura, AE=EC e BE=ED. Considere os tridngulos AABE e ACBE. Por
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LLL, temos que eles sio congruentes. Portanto, BEA O BEC. Como
2mBEC=180°, segue que mBEC=90° e as diagonais sio perpendiculares.

Isto conclui a demonstragao.

Teorema 19 - Se dois lados de um quadrilatero sdo paralelos e

congruentes, entao o quadrilatero € um paralelogramo.

Demonstracdo - Considere o quadrilitero [JABCD com AB//CD e
AB=CD.

Provaremos que AD//BC.

Veja a figura.

o
como AB//CD temos que ABD e BDC sio congruentes. Por LAL, os
tridngulos AABD e ACDB sdo congruentes. Portanto, DBC e BDA sio

congruentes. Além disso, 1 C DBC. Portanto, ADB L 1, isto significa que

AD//BC. Isto conclui a demonstragao.
9. TRANSVERSAIS A VARIAS PARALELAS

Teorema 20 - Se trés retas paralelas determinam segmentos congruentes

sobre uma transversal t, elas determinam segmentos congruentes sobre
qualquer transversal t’ paralela a t.

Demonstracao: Sejam I, m e n paralelas, t e t’ transversais paralelas. Veja

a figura onde AG=GH. Provaremos que DE=EF.
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NN
H\It \jt'

Os quadrilateros [JAGED e [IGHFE sao paralelogramos. Pelo

Teorema 15, lados opostos sdo congruentes.

Ou ainda:

Considere a diagonal DG . Como AD//GE e DG é transversal, segue que
a [1a’ e também b e b’sdo congruentes. Por ALA, os tridngulos AAGD e
AEDG sao congruentes. Logo, AD = GE e AG = DE. Analogamente, GH =

EF e GE=HF. Isto conclui a demonstracao.

Como atividade faga uma pagina no Cabri ou no Cinderella para ilustar este

teorema.

Teorema 21 - Se trés retas paralelas determinam segmentos congruentes

sobre uma transversal, entdo elas determinam segmentos congruentes sobre
qualquer transversal.

Demonstraciao - 1, m e n sdo paralelas, t e t° sdo duas transversais nao

necessariamente paralelas (o caso das transversais paralelas ¢ o Teorema

20).

S
Rt
]
=
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Trace A'X//B'y//AC. Como antes, [IAA’xB e [IB’xyC’ sdo

paralelogramos. Logo, AA’=Bx

BB’=Cy
AB =A’x
BC =B’y

Além disso: a e a’ sdo correspondentes;
b e b’ sdo correspondentes.
Portanto, ¢ e ¢’ sdo congruentes e os tridngulos AxA’B’ e
AyB’C’ sdo congruentes.

Logo, A’B’ =B’C’. Isto conclui a demonstracao.

De fato, vale um resultado mais geral: o Teorema 33 (Teorema

de Tales), que veremos mais tarde.

Teorema 22 - O segmento que une os pontos médios de dois lados de um

tridangulo € paralelo ao terceiro lado e seu comprimento € a metade do

comprimento deste lado.

Demonstracao

Considere o AABC. Sejam D e E pontos médio de dois lados, digamos que

sejam AB e BC, respectivamente. Provaremos que DE//AC e

DE =1 AC.
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Seja F o ponto na semi-reta DE tal que EF=DE. Continue a

demonstracao justificando as afirmacoes.

Afirmacoes Justificativas

1. EF=DE Escolha de F

2. EB=CE E é ponto médio

3. XLy angulos opostos pelo vértice
4. AEFC [JAEDB LAL

5. vL w angulos  correspondentes  pela
congruéncia

6. AB//CF

7.DB =FC lados correspondentes

8. AD =DB D ponto médio

9. AD =FC afirmacoes 7 e 8

10. [JADFC € paralelogramo teorema anterior 19

11. DE//AC definicao de paralelogramo
12. DE = %DF afirmacao 1

13. DE=1AC

Isto conclui a demonstragao.

Exercicios

1. Recorte um tridngulo qualquer. Use-o para dar uma prova “prética” de

que a soma dos angulos de um triangulo € 180°.

2. Use o teorema (anterior 22) para dar uma outra prova “prética” de que a

soma dos angulos de um triangulo é 180°.

3. Nos paralelogramos seguintes, determine x € y.
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A

Y H 71

4. Dar os valores a, b e ¢ sabendo-se que 1, m e n sdo paralelas e t e t’ sdo

transversais.

5. Nos tridngulos seguintes, a reta t € paralela a base e passa pelos pontos

médios dos lados. Dar as medidas de ﬁi, X,y € Z.
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6. Verdadeiro ou Falso?
a) Todo paralelogramo € um trapézio.
b) Um losango é um paralelogramo e um trapézio.
¢) Um quadrado é um retangulo.
d) Um quadrado é um losango.
e) Um losango é um quadrado.
f) Todo trapézio € um paralelogramo.

g) Nenhum quadrado € retangulo.

7. Prove que a altura relativa a base de um triangulo, isésceles, divide-o em

dois tridngulos congruentes.
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10. SEMELHANCA DE TRIANGULOS

Diremos que dois triangulos sdo semelhantes se for possivel
estabelecer uma bijecdo entre seus vértices de modo que: angulos
correspondentes sdo congruentes e lados correspondentes sdo

proporcionais.
, A B C
Se AABC e AEFG sao tridngulos semelhantes e éa
E F G
bijecdo, usaremos a notagdo AABC ~ AEFG para dizer que os tridngulos
sdo semelhantes.

Dizer que AABC ~ AEFG significa que

E mBAC = mFEG
C A G mABC = mEFG
A E . .
mBCA = mFGE
BF _FG _GE_ _,
AB BC CA

Observe que se k=1, entdo os lados correspondentes sao
congruentes, neste caso a semelhanca recai no caso de congruéncia.

Portanto, dois triangulos congruentes sao semelhantes.

Teorema Fundamental sobre proporcionalidade 23

Se uma reta paralela a um lado de um tridngulo intercepta os
outros dois lados em pontos distintos, entdo ela determina segmentos que
sdo proporcionais a esses lados.

Demonstracao

No AABC abaixo, sejam D e E pontos de AB e AC tais que DE//BC.

AB _AC
Provaremos que —— = ——
AD AE
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Nos triangulos AADE e ABDE consideremos AD e BD como
as bases. Entao estes tridngulos t€m a mesma altura. Portanto,

aABDE _ BD
aAADE ~ AD

Analogamente, nos AADE e ACDE consideremos AE e CE

(D

como bases. Como esses tridngulos t€m a mesma altura temos que

aACDE _ CE

(2) =
aAADE  AE

Mas ABDE e ACDE tém a mesma base DE e mesma altura
(pois DE e BC sio paralelas). Logo,
(3) aABDE = aACDE.
Combinando (1), (2) e (3) temos

BD CE
4 —==—
AD AE
Adicionando 1 a ambos os membros de (4) obtemos
BD + AD _ CE + AE ou AB _ AC
AD AE AD AE

que € o que queriamos provar.

Reciproco do teorema fundamental sobre proporcionalidade 24

Se uma reta intercepta dois lados de um tridngulo e determina

segmentos proporcionais a estes dois lados, entdo ela € paralela ao terceiro

lado.
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Demonstracao

Dado um triangulo AABC. Seja D um ponto entre A e B e seja E um ponto

entre A e C.
A
D E
CF
C
AB A —  —
e —— = —C provaremos que DE//BC.
AD AE

Seja 156 uma paralela a BE, interceptando AC em C’. Pelo

teorema fundamental sobre proporcionalidade (23)

AB _AC
AD AE
. AC' _ AC
Como por hipdtese —— =—— temos que —— =——. Logo
A AE AE

AC=AC’. Portanto, DE//BC. Isto conclui a demonstragao.

Teoremas fundamentais sobre semelhanca

Teorema AAA sobre semelhanca 25

A B

C
j entre dois tridngulos
D E F

Dada uma correspondéncia (I):(

AABC e ADEF, se A [lA), BLCE e (AZEIA:, entdo os tridngulos sdo

semelhantes.

Demonstracao:
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E F

B C

Por hipétese os angulos correspondentes sdo congruentes.
Precisamos provar que os lados correspondentes sdo proporcionais. Isto €,
AB _ AC _ BC
DE DF EF

Sejam E’ e F’ pontos de AB e AC tais que AE’=DE e AF’=DF.

. Vamos provar a primeira igualdade.

Por LAL, AAE’F’ [ADEF. Portanto, E'CB e F'C C

Vamos considerar dois casos:

1¢ caso: E’=B

2% caso: E’2B

Para o 12 caso: Se E’=B, entdo AAE’F’ ¢ AABC sao o mesmo

: AB _AC
triangulo por ALA. Neste caso, AAE’F'[ADEFe —=——=1
DE DF
Para o 2° caso: Se E’#B, entio E'F e BC sio paralelas, porque
possuem angulos correspondentes congruentes. Pelo teorema fundamental

sobre proporcionalidade, temos

AB_AC:AB_AC
AE' AF ~DE DF’

como queriamos demonstrar.

A outra igualdade demonstra-se de maneira anéloga.

Ja sabemos que se dois tridngulos t€ém 2 pares de angulos
congruentes, entdo o 3° par também o €. Podemos entdo reescrever o

teorema acima:
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Corolario 26 AA sobre semelhanca

Dada uma correspondéncia entre dois tridngulos, se dois pares de
angulos sdo congruentes, entdo a correspondéncia é uma semelhanca.

Teorema 27 - A relagdo de “semelhanga” é uma relacdo de equivaléncia.

Desafio: Pesquise o que significa uma relacdo de equivaléncia.

Teorema 28 LLAL sobre semelhanca

Dada uma correspondéncia entre dois triangulos, se dois pares de
lados correspondentes sao proporcionais € os angulos que eles determinam,

congruentes, entao a correspondéncia € uma semelhanca.

A B C
Demonstracao - Sio dados AABC e ADEF e ¢:(D B FJ

AB _ A A oA
e — = Ac e A L D entio provaremos que AABC~ADEF
DE DF

A
B SO

Sejam E’, F’ pontos sobre AB e AC tais que AE’=DE e
AF’=DF.
Por LAL, temos que AAE’F’LADEF. Portanto,
AB AC N AB _AC

DE DF AE AF

Pelo teorema reciproco do teorema fundamental sobre
proporcionalidade, temos:
E'F'//BC

Portanto, B L AE'F', sdo angulos correspondentes formados

pela transversal ;x]_é e as paralelas Fj'lé' e faé

Como ACA e BL AE'F, segue de AA que
Geometria Euclidiana -




AABC~AAE’F’
mas AAE’F’[ADEF. Logo,
AABC ~ ADEF.

Isto conclui a demonstragao.

Teorema 29 LLL sobre semelhanca

Dada uma correspondéncia entre dois tridngulos, se os lados
correspondentes sdo proporcionais, entdo a correspondéncia € uma
semelhanca.

Demonstracao - Exercicio.

11. SEMELHANCA EM TRIANGULOS RETANGULOS

Teorema 30 Em qualquer tridngulo retangulo, a altura em relacdo a
hipotenusa separa o triangulo em dois tridangulos semelhantes

entre si e semelhantes ao tridngulo original.

C

Demonstracao

Seja AABC retangulo em C e CD a altura em relacdo a AB. Entio
AACD~AABC~ACBD. Observemos que C LD pois sio ambos retos e
ATA. Portanto os AACD e AABC tém dois angulos congruentes. Pelo
corolario AA, AACD~AABC. Analogamente, prova-se que AABC~ABCD.

Isto conclui a demonstragao.
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Teorema 31 - Dados um tridngulo retangulo e a sua altura em relacdo a

hipotenusa, temos:
a) a altura é a média geométrica dos segmentos que ela
determina sobre a hipotenusa.
b) cada um dos catetos é a média geométrica da hipotenusa e do
segmento da hipotenusa adjacente ao cateto.

Demonstracao

Seja AABC um triangulo retangulo com angulo reto em C

e CD a altura em relacdo a hipotenusa AB. Provaremos

que:
(1) 222 C
CD BD
@ AP =A%
AC AB
3 oo =2 - —
BC BA

Temos que AACD ~ ACBD = Ab_CD = CD =+ AD.DB
CD BD
AACD ~ AABC:?—? :% = AC=+AD.AB

ACBD ~ AABC = BD _BC — BC=+4BD.BA
BC BA

Isto conclui a demonstragao.

Teorema de Pitdgoras 32 - Em todo tridngulo retangulo o quadrado da

hipotenusa é igual a soma dos quadrados dos
catetos.

Demonstracao

A demonstracdo é uma conseqiiéncia da semelhanca de tridngulos. Do

teorema anterior, temos:
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AD _ AC b
) —= N N C
AC AB b a
b
C
DL

nBD_BC m_c¢ 2o A—a , m D
BC BA ¢ a

(D)+(2)= na+ma=b*+c?
a(n+m)=b’>+c?

a?=b>+¢?.

Assim terminamos a demonstragao.

Podemos ilustrar o Teorema de Pitdgoras da seguinte forma: a soma das

areas dos dois quadrados menores € igual a drea do quadrado maior.

Exercicios
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1) Em cada tridngulo abaixo € desenhado um segmento paralelo a base e
sdo indicados os comprimentos de alguns lados. Escreva x em fung¢do

das outras letras.

b 1/ '8
1 y 3g X
1 2
4
1

2)Em cada tridngulo abaixo, o segmento DE determina segmentos

1 d

proporcionais nos lados. Determine os angulos X e ¥.

3’) Prove: se um par de triangulos retangulos t€ém um par de catetos e

hipotenusa congruentes, entdo sdo congruentes.
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4) Para cada um dos tridngulos indique se sdo semelhantes. Justifique.

16

/]

17

5) Suponha que uma vara de 30cm projete uma sombra de 40cm. Ao
mesmo tempo, uma arvore projeta uma sombra de 120cm. Qual é a

altura da arvore?

30

40

Crie outras situagdes onde € possivel usar semelhanca de triAngulos.

6) Como vocé descobriria a distincia a que se encontra um objeto

inatingivel, do outro lado de um rio?
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12. TEOREMA DE TALES

Teorema de Tales 33 - Se as transversais t; e t, cortam as paralelas 1;, I, e

AB DE
Isem A, B, C e D, E, F respectivamente, entio — = —.
BC EF

Sugestdo: Trace a diagonal DC.
t1 t
| s/ &\i

o/ \s
* \

13. REGIOES POLIGONAIS E SUAS AREAS
Uma regido poligonal € uma figura plana formada pela
justaposicao de um numero finito de regides triangulares, de tal modo, que
se duas se interceptam, a interse¢ao € um ponto ou um segmento.
A idéia de area de regides poligonais € introduzida na geometria
através dos axiomas abaixo.
AA1 (axioma da drea) - A toda regido poligonal corresponde um nimero
real maior do que zero. A este nimero chamamos area da regido.
AA2 (adicdo de areas) - Se uma regido poligonal é a unido de duas ou
mais regides poligonais sem pontos interiores em comum, entao a
sua area € a soma das areas daquelas regides.
AA3 (axioma da congruéncia) - Tridngulos congruentes t€ém a mesma
area.

AA4 A area de um retangulo de base b e altura & é b.h.
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Teorema 34 - A drea do quadrado de lado 1 é 12

Demonstracio - Basta notar que todo quadrado € um retangulo de base e

altura congruentes.

Teorema 35 - A 4rea de um tridngulo retangulo € o semi-produto de seus

catetos.

Demonstracio - Dado o AABC retangulo, seja D um ponto do plano de

modo que ABCD seja um retangulo. E ficil ver que AABC e AADC sio
congruentes. Logo, aAABC + aAADC = ab

2aAABC = ab

aAABC = %ab

A:
Que é o que queriamos provar.

Teorema 36 - A 4rea de um triangulo é o semi-produto de qualquer base

pela altura correspondente.
Demonstracao - Ha trés casos a considerar:

E E

No 32 caso, se aARPQ = A temos que
1bh+A =1h(b, +b)
Logo, A = %hb.

Os dois primeiros casos sdo mais faceis.
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Isto termina a prova.

Teorema 37 (Area de um trapézio)

Pela figura temos:

A=1bh+1b,h

A =1h(b, +b,)

Isto prova a igualdade.

Teorema 38 (Area de um paralelogramo)

Observe que o paralelogramo € um trapézio. < 1::- E
Logo, |
_ h
A =1h(b+b) |
A =bh P v b Q

Teorema 39 (Pitdgoras) - Num tridngulo retangulo de hipotenusa c e

catetos a e b, vale a relagcdo aZ+b% =c2.

A demonstracdo dada a seguir € devida ao General James A.
Garfield; ela apareceu por volta de 1875.

D a_ E

Considere o AABC, retangulo em C. Construa o [ /ACDE como

indicado na figura. Os ABDE e AACB sdo congruentes. Logo,
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DBE [ CAB
CBA [ DEB
Como o +B3+0=180° e a +B =90° segue que 6 =90°. Portanto,

al IDECA=1(a+b)(a+b)=1(a+b)’

1
2
mas por outro lado,

a  DECA=aABDE+aAACB+aAABE

1 c2
+Liab+ &
ab 2ab >

N [—

=ab+lc2
2

1 c? .
Logo, temos que E(a + b)2 —ab+ > Isto é, c?> = a’ + b*.
Isto termina a prova.
Outra demonstracdo do teorema de Pitdgoras se baseia na figura

abaixo:

o
a by

Por LAL cada um dos triangulos sdo congruentes. Portanto,
todos t€m as hipotenusas congruentes. Além disso, caro leitor, os angulos
do quadrilatero interno medem 90°. Portanto, € um quadrado. Logo, temos
4ab
—+ c2

2

a% + b2 + 2ab = 2ab + ¢, isto é,

(a+b)2 =
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c?=a’+b?.
Desafio: pesquise quantas demonstra¢oes distintas existem do Teorema de

Pitagoras.

14. FORMULA DE PICK PARA A AREA

Sabemos como determinar a drea de poligonos particulares.
Quando queremos determinar a drea de uma regiao poligonal qualquer, nés
a decompomos em regides triangulares, calculamos a drea de cada uma e
somamos. Existe, porém, um outro modo de calcular a 4drea de uma regido
poligonal.

Consideremos no plano um conjunto de pontos, que chamaremos
reticulado, de modo tal que cada grupo de 4 pontos “proximos” forme um

paralelogramo de drea 1. Cada um destes paralelogramos é chamado célula.

,./
[ ey
| il
..--""""'#

Teorema 40 (Formula de Pick) -A édrea de uma regido poligonal de

vértices sobre o reticulado € dada por:
A= %b +c—-1;
onde: b € o nimero de pontos do reticulado que estdo sobre os lados da
regido poligonal
¢ é o nimero de pontos do reticulado que estdo no interior da regidao

poligonal.
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A regido da figura anterior tem area igual a

Consideremos agora uma figura qualquer, ndo necessariamente
com vértices sobre um reticulado. Nao conhecemos um modo de

determinar a sua area; temos entao uma maneira de estimar a sua area.

i I
B/ RE
A N
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I H

Dada a figura que se deseja determinar a d&rea, trace um
reticulado e aproxime a figura por um poligono com vértices sobre o
reticulado. A area do poligono é uma aproximacdo da 4rea da figura. Pela
formula de Pick a drea aproximada € ................

E claro que se o reticulado for mais fino a aproximacgao €

melhor.

Exercicio
1. Use a formula de Pick para dar uma aproximacgdo da drea da ilha abaixo.
Explique seu procedimento. Sugira mais atividades usando a férmula de

Pick. Por exemplo, a drea de uma folha de planta, a area do Estado do

Parana.
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Mais sobre a formula de Pick:

15. A FORMULA DE PICK COMPUTACIONAL

I. Introducao

O célculo de areas de figuras planas desempenha um papel
fundamental nos mais diversos ramos da Matematica e em muitas
aplicacOes a outras dreas do conhecimento. Em geral o estudante se depara
com o conceito e o cdlculo de areas ja nas sé€ries iniciais do primeiro grau.
A formula de Pick dd um critério interessante para o cédlculo de area de
poligonos com vértices sobre uma malha.

Antes de passarmos para a férmula, vejamos
alguns conceitos: cada ponto de intersecdo de retas da
malha € chamado de né e cada pequeno quadrado é
chamado célula e cada célula possui uma unidade de
area. Veja figura 1.

Dado um poligono com vértices sobre 0s nds
de uma malha, a formula de Pick nos fornece a area do

Figura 1

poligono sabendo apenas quantos sdo os nos da malha
sobre o bordo do poligono, b, e quantos sdo os nds da malha interiores ao
poligono, i. Mais exatamente, a drea € dada por

. b
A=i+— -1
2
Na figura 2, temos i=22 e b=16 e portanto a drea procurada € 29
unidades de érea.

A forma geral para a formula de Pick pode ser enunciada como
abaixo.
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Teorema 41 (Pick): Seja S reunido finita de regides poligonais com
vértices sobre os ndés de uma malha. Se v denota o
namero total de nds da malha em S e, e, € 0 nimero de
lados do bordo de S (aqui consideramos que dois nds
consecutivos do bordo formam um lado), entdo a area
de S € dada por

|
[

A=V . X, ]
) 2 ) Figura 2
onde X=1 - m é a caracteristica de Euler de S e m é o

numero de buracos de §.

m Veja a figura 3, nela a figura da

A direita tem v=15, X = 1 e ¢, =12, 0 que d4 8
] unidades de drea. Na figura da esquerda
I B temos v = 35, X = -1 e ¢, =30 dando 21
Figura 3 unidades de drea. Uma prova deste teorema

pode ser encontrada em [2] e para uma prova no caso elementar veja [3].

T
Il

8

1]

Figura 4

I1. O programa Pick e sugestoes de atividades

Com base na formula de Pick e no estudo de suas aplicagdes,
elaboramos um programa em linguagem Pascal, cuja funcio € apresentar
uma malha para o usudrio demarcar o poligono. Feito isto o programa
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identifica quantos e quais sdo os pontos interiores € os pontos do bordo e
calcula a area do poligono utilizando a férmula de Pick. Usamos resultados
avancados de topologia diferencial de [1] para decidir se um ponto € ou nio
interior ao poligono. O programa pode ser manipulado pelo mouse ou pelo
teclado e oferece algumas opg¢des tais como: salvar o poligono desenhado,
alterar o tamanho da célula da malha ou simplesmente tracar poligonos ou
ainda esperar que o usudrio calcule a drea de um poligono apresentado.

O programa Pick pode ser
. > Q utilizado  para  desenvolver  algumas
LV N atividades em sala de aula com alunos de
T £ primeiro e segundo graus. Pode ser usado nas
K\\ ] séries iniciais para explorar os conceitos de
v
T

\, interior, exterior, drea, simetrias do plano e
as formas geométricas simples. Pode ser
usado até para descobrir em forma de
brincadeira a regra de sinais na multiplicacdo
Figura 5 dos inteiros: a flecha de comprimento n

]
\

muda de sentido quando multiplicada por
“menos”. O programa ndo permite ainda trabalhar com reunides de
poligonos ou regides poligonais com buracos, isto ja estd sendo
implementado.

No segundo grau a férmula de Pick pode ser utilizada para
estimar a 4drea de uma figura plana nao necessariamente poligonal em
associacdo ou ndo com a nog¢ao de escala ampliando as aplicagdes do
teorema. E claro que neste caso a aproximacio é tdo boa quanto menor for
a célula da malha. Veja figura 5.

O programa Pick foi desenvolvido no Departamento de
Matematica da Universidade Estadual de Maringd e estd em constante
atualizacdo, as pessoas interessadas em obter uma cOpia podem nos enviar
correspondéncia com diskete pequeno de alta densidade que o mesmo serd
devolvido com as instrucdes e o programa.
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15. POLIGONOS REGULARES
Estamos ainda trabalhando com poligonos convexos. Uma classe
especial de poligonos € o conjunto de poligonos regulares. Sao poligonos
regulares aqueles que sdo equilateros e equiangulos a0 mesmo tempo.
Podemos construir um poligono regular com qualquer niimero de
lados pelo seguinte método: come¢amos com uma circunferéncia de centro

Q eraio r > 0. Primeiro dividimos a circunferéncia em n arcos congruentes

(n é o nimero de lados). Cada um desses arcos mede %. A cada arco

tracamos uma corda correspondente. Isto nos dd um poligono regular.

S

N~

Portanto, para podermos construir poligonos regulares

precisamos saber como dividir a circunferéncia. Vejamos:

1) Método para dividir a circunferéncia em 3 partes.
Dada a circunferéncia de centro O e diametro AB, com centro
em B, trace um arco ef. Una A aee A af. Os arcos Ae, Af e ef sdo as trés

partes.
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2) Método para dividir a circunferéncia em 4 partes
Tracar o diametro AB, perpendicular a este tracar o didmetro

CD. A, B, C e D cortam a circunferéncia em 4 partes.

3) Método para dividir a circunferéncia em 5 partes.
Tracar os dois didmetros perpendiculares AB e CD. Tomar um
raio qualquer, OA por exemplo, e divida-o em duas partes congruentes.

Seja X o ponto médio. Com centro X, transporte C sobre o raio OB,
determinando Y. Tome a medida CY e transporte sobre a circunferéncia a
partir de C encontrando 1. Continuando teremos a circunferéncia dividida

em 5 partes.

4) Método para dividir em 6 partes.

Escreva vocé o método.
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5) Em geral usamos o transferidor para dividir a circunferéncia em n arcos

3

congruentes, cada um medindo %. Vamos desenhar um octégono

regular. Calculemos 3%

¢ - Desenhe uma circunferéncia e marque sobre

ela arcos de 45°. A desvantagem deste método € que ele ndo € muito

preciso. Por que?

6) Método de Bion: E o método mais geral; é usado para dividir a
circunferéncia em qualquer nimero de partes.
Antes recordemos como dividir um segmento em n partes iguais.

Facamos paran =35.

1 - Tragar os diametros perpendiculares.

2 - Tragar os arcos xy e yx com abertura igual ao diametro.
3 - Divida um diametro em n partes iguais.

4 - Unir x e y aos pontos impares (ou pares).

5 - Acabou.
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Definicao: A distancia a do centro de um poligono regular a cada um dos
lados € chamada apétema. O perimetro p=nl, onde n é o nimero

de lados e 1 € o comprimento do lado.

Observe a figura abaixo,

E claro que A = n%al = %ap

Construa a tabela de angulos internos de um poligono regular.

Poligono regular n? de lados soma dos angulo

angulos internos  interno

triangulo eqiiilatero 3 180° 60°
Quadrado 4 360° 90°
pentdgono regular 5 540° 108°
hexagono regular 6 720° e
heptagono regular 7 900° = —mmeeee
octégono regular 8 1080° -
Nonégono o
n-4gono n (n-2)180°  (n-2)180°
n
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16. A CIRCUNFERENCIA E O NUMEO Tt

Se medirmos o comprimento de uma circunferéncia qualquer e dividirmos
este numero pela medida de seu didmetro, encontraremos para quociente o
nimero 3,14159..., que o representamos pela letra grega TU

Propriedade 42: A razdo entre o comprimento da circunferéncia e o

diametro é a mesma para todas as circunferéncias.
De fato, sejam dadas a circunferéncia de centro Q e raio r € uma outra de

centro Q’ e raio r’. Inscrevemos um n-agono regular em cada uma delas.

Por LAL, temos que AQBA~AQ’B’A’. Segue que

' ' 1
e e ne _ne )% %
T T T T T T T
r'or r r 2r'  2r
Como p e p’ tendem para C (o comprimento da circunferéncia) quando n

tende a infinito, podemos escrever

c_C

2r 2r
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A esta razao denominamos 7i.

Como 22 =TI, entao C=2T1T.
r

Isto termina a prova.

Vamos usar o comprimento da circunferéncia para determinar a area
encerrada por ela de uma maneira intuitiva.

Um modo pratico para obter a drea do circulo € a seguinte:

- cortemos o circulo ao meio ao longo de um dos didmetros

- recortemos cada metade, ao longo dos raios, em partes iguais

- juntemos as partes encaixando-as como abaixo

e S R S

Tr
Temos uma figura bem proxima de um paralelogramo. Portanto,
a area do circulo é aproximadamente igual a area do “paralelogramo”

acima. Isto é,
A=Tlr.r

A=T1?
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O Circulo na Historia

Conta a lenda da fundacdo da cidade de Cartago, que Elisa filha do rei
Pigmaledo daria a sua filha a por¢ao de terras que ela cercasse com o couro
de uma unica vaca. Ela cercou uma darea circular. Seria esta a forma
geometrica que encerraria a maior area?

Este é o conhecido problema isoperimétrico que pode ser resumido da
seguinte forma: dentre todas as curvas simples fechadas de comprimento
L, qual encerra a maior 4rea?

Este problema ja era conhecido pelos gregos que também sabiam da sua
solucdo: o circulo. Uma prova deste fato s foi dada por K. Weierstrass em
1870.

Voce pode verificar facilmente que a curva solu¢iao do problema tem que

ser convexa. De fato, observe as duas figuras:

N

17. LADRILHAMENTO DO PLANO

Voceé ja reparou nos ladrilhos da sua casa? Eles cobrem toda a
parede sem se sobreporem, ndo €? Mas qual é a forma dos ladrilhos da sua
casa? Que outros poligonos (ladrilhos) também ladrilham o plano?

Vejamos alguns exemplos. Observe os pontos A e B.
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Nos pontos A e B, a soma dos angulos internos dos poligonos

em redor destes pontos deve ser 360° (uma volta completa).

A
Fo

S,
rl/

Logo, para um poligono regular ladrilhar o plano € necessario

que a soma dos angulos internos em redor de tais pontos seja 360°.

Portanto, se o poligono regular tem n lados e k € o niumero de angulos

internos proximos dos pontos, entdo ocorrerd

180

k(n-2)— =
(n-2) =360
isto &, k(2 - 1)@ = 360, simplificando

n
k 2n
;(%—l)=1,ou kn-2)=2n=k=—"
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Valores de n (n = 3) Valores obtidos para k

3 6
4 4
5 k ndo € inteiro
6 3

A tabela indica que 6 tridngulos regulares (equildteros) se
encontram num ponto, 4 quadrados e 3 hexdgonos regulares. Estes sdo os
Unicos poligonos regulares que ladrilham o plano.

Existem maneiras diferentes de ladrilhar um plano:

a) usando mais de um tipo de poligono regular

b) usando poligonos ndo regulares

c¢) usando outras figuras planas.

18. ISOMETRIAS DO PLANO

Uma isometria & uma transformacgdo inversivel do plano que
preserva distancias. As isometrias do plano sio de quatro tipos:

1) Reflexao

21) Translagao

3i) Rotacao

41) Translacao refletida

Alguns resultados importantes sobre isometrias:
1) Toda isometria leva 3 pontos colineares em 3 pontos
colineares.
2) Toda isometria leva 3 pontos nio colineares em 3 pontos nao
colineares.

3) Isometrias levam reta em reta.
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4) Isometrias conservam a ordem dos pontos.

,ﬂ"‘“’ah—'“‘h

A B C

AF

BF
5) Isometrias conservam angulos.

CF

6) Isometrias conservam distancia entre retas paralelas.

Definicao de translacdo: Dados pontos O e O’, chama-se translagdo a

isometria que associa cada ponto P do plano num ponto P’, tal que POO’P’
seja um paralelogramo.

Definicao de Rotacao: Uma isometria R € dita uma Rotacgdo de centro O e

angulo 0, se o ponto R(P) estd sobre uma circunferéncia de centro O e raio
OP com angulo POR(P) congruente a 0.

Reflexoes: As reflexdes sdo as isometrias mais importantes, pois toda
isometria pode ser representada como produto de no maximo trés reflexoes.

Este € um teorema importantissimo dentro da teoria das isometrias planas.
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Seja | uma reta. A aplicagdo que leva cada ponto P do plano num

ponto P’, simétrico de P em relacdo a reta 1, chama-se reflex@o na reta 1. A

reta 1 € chamada eixo de reflexdo. Representa-se esta reflexao por R;.

Observe que:

a) Uma Reflexdo R; s6 mantém fixos os pontos de seu eixo.

b) Uma Reflexd@o R, altera a orienta¢cdo de uma figura.

A

B
A
=
B
D'
B' Al
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Exercicios:
1) Aplicar uma translacdo a curva sobre o lado oposto do paralelogramo.

Observe que a drea da figura foi preservada.

)

L«
[ L

2) Aplicar uma rotagdo as curvas abaixo. Como centros de rotacdo use um

extremo do lado indicado. A drea da nova figura nao serd alterada.

A a
O
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3) Construa uma reflexao de curvas em torno de retas dadas.

@

Sugestdo: use papel quadriculado.

4) Linhas de reflexdo do tridngulo equilatero. Complete. Sao trés.

5) Linhas de reflexdao do quadrado.

Simetria em relacao a uma reta

Muitas figuras planas sdo simétricas em relacdo a uma reta. O

eixo de simetria funciona como um espelho: cada ponto de um lado tem seu
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correspondente do lado do eixo, a uma distancia igual na perpendicular
pelo ponto a ele.

Dé exemplos de figuras da natureza que sao simétricas com relagdo a uma
reta.

Diga quantos eixos de simetria tem cada figura:

triangulo equilétero, quadrado, circulo.

Atividades 1:

Vamos dar um processo de obter figuras que ladrilham o plano.
Este processo baseia-se nas simetrias estudadas anteriormente. Este
processo consiste numa alteracdo dos lados de um poligono regular que
ladrilha o plano.

Consideremos o quadrado abaixo e observe as alteracdes

realizadas mediante translacdo. Observe que a drea ndo € alterada.

\_V \_J

\
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Outra alteracao

Crie mais uma alteracdo usando o quadrado.

Crie outras figuras que ladrilhem o plano, usando o triangulo

equildtero ou hexdgono.

19. CONSTRUCOES GEOMETRICAS
1. Construir por um ponto P de uma reta 1 uma perpendicular.
Constru¢do: 1) Tomamos em I pontos R e S eqiiidistantes de P.

21) Tracamos uma circunferéncia de centro R passando por
S.

31) Tracamos a circunferéncia de centro S passando por R,

determinando os pontos D e E.

4i) A reta DE ¢é perpendicular a | passando por P.
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Justificativa: sdo congruentes os triangulos ADPR e ADPS (LLL).

2. Construir por P fora da reta 1 uma perpendicular.
Construgdo: i) Tomamos em |1 um ponto Q.
21) Tracamos uma circunferéncia de centro P passando por

Q. Se a intersecdo dessa circunferéncia com a reta I se

— =

reduz ao ponto Q, areta DP € a perpendicular a reta 1.
Se ndo, seja R o outro ponto de intersecdo da reta I
com a circunferéncia.

3i) Tracamos a circunferéncia de centro Q passando por P
e a circunferéncia de centro R passando por P.

Determinamos um ponto D.

41) A reta PD € a perpendicular procurada
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Justificativa: O quadrilatero [[PQDR € um losango, pois PQ=QD=DR=PR.
E sabemos que as diagonais de um losango sdo

perpendiculares.

3. Determinar o ponto médio de um segmento AB.
Constru¢do: 1) Tracamos a circunferéncia de centro A passando por B,
e a circunferéncia de centro B passando por A.

21) Suas intersecdes sao C e D.
3i) A intersecio de CD com AB ¢é o ponto médio M do
segmento AB.

[

Justificativa: O quadrilatero [JADBC é um losango, e num losango as

diagonais sdo perpendiculares, se cortam ao meio.
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Encontre o ponto médio de um segmento AB qualquer.

4. Construir por um ponto P fora da reta 1, a reta paralela a l.
Construgdo: 1) Pelo ponto P tracamos a reta t perpendicular a reta 1.
21) Pelo ponto P tracamos a reta s perpendicular a reta t.

3i) A retas € a paralela procurada.

Justificativa: Se uma transversal forma angulos correspondentes

congruentes com um par de retas, entdo elas sao paralelas.

5. O transporte de segmentos
1° caso: Dado o segmento AB e a semi-reta 6P, com AB//OP, vamos
construir em OP um ponto M de forma que OM=AB.

Constru¢do: 1) Orientamos o segmento AB no mesmo sentido de OP.

21) Tracamos a reta que passa por O e A.

3i) Por B tracamos a paralela a 0OA que intercepta 6P em
M.
4i) OM=AB.
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Justificativa: O quadrilatero [IOABM € um paralelogramo, portanto lados

Opostos sao congruentes.

2° caso: Dados A:B e 6P com A:B ndo paralelo a ﬁa vamos construir
em 6P um ponto M, de forma que AB=OM.

Construcdo: i) Por A trace a semi-reta 1 paralela OP e de mesmo
sentido.
21) A circunferéncia de centro A e raio AB cortal em K,
entdo AB=AK.

3i) Recaimos no caso anterior. Pelo ponto K tracamos a

paralela a 0OA que corta OP em M, OM=AB.

A K

®
B 0 M

6. O transporte de angulos
Dado um angulo AOB, construir um angulo, congruente a AOB,

que tenha por um dos lados a semi-reta PQ.

Construgdo: 1) Tomamos M em OA , arbitrério.

21) A circunferéncia de centro O que passa por M corta

OB em N.
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3i) Transportamos ON para PQ obtendo N’.

41) Tragamos a circunferéncia de centro P que contém N’.

51) Transportamos NM sobre PQ, a partir de N’, obtendo
N”.

61) Tracamos a circunferéncia de centro N’ que contém
N”. [Essa circunferéncia intercepta a primeira

circunferéncia em dois pontos, seja M".

71) O angulo M'PQ ¢ congruente a AOB.

®B

Justificativa: Os tridngulos AOMN e APM’N’ sdo congruentes por LLL.

6. Divisao de um segmento de reta em n partes congruentes.

Faca vocé. Divida um segmento AB qualquer em n=5 partes

congruentes.

Constru¢do: 1) Por A tracamos uma semi-reta AC, onde C ndo estd
em AB.
21) Agora tomamos em AC um ponto P; e transportamos

AP, sucessivamente sobre AC para encontrar P,...,P,.
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31) Tracar a reta ;g e por P; retas paralelas a Pn_B

41) As intersecOes dessas retas com AB dividem o

segmento em n partes congruentes.
Justificativa: Teorema de Tales.

8. Construcao de um triangulo conhecendo-se as medidas dos lados.
Sdo dadas as medidas a, b e ¢ dos lados de um triangulo ABC.
Construi-lo de forma que o lado BC esteja na semi-reta r de origem B.
Constru¢do: 1) Com centro em B, tracamos a circunferéncia de raio a,
obtendo C em .
21) Com centro em C, tracamos a circunferéncia de raio b,
com centro B tracamos uma circunferéncia de raio c.

Uma das intersecdes dessas circunferéncias € o ponto

A.
a
@ @ A
b
—
G
@ ®
B ®—
C
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9. A quarta proporcional

Dados trés segmentos de medidas a, b e ¢, o segmento cuja

: : x_b, .
medida x satisfaz — = — € chamada uma quarta proporcional.

a ¢
Sejam:
a
@ &
b
@ & a - X
C
*—a

Construcao e Justificativa: Teorema de Tales.

10. A construcio da 32 proporcional.

Dados dois segmentos de medidas a e b, o segmento cuja medida

. X 2 . .
x satisfaz = =— € denominado uma 32 proporcional dos segmentos dados.
a

a
b

. . X
Dados a e b abaixo, construir x tal que = =
a

SR

Construgdo e Justificativa: Teorema de Tales. Deixamos a constru¢do como

exercicio.

11. A Mediatriz de um segmento AB ¢ uma reta perpendicular a AB

passando pelo seu ponto médio. Pode-se provar que a mediatriz de um

segmento AB é a reta que contém todos os pontos do plano que sdo

eqliidistantes das extremidades.
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Construgdo: 1) Dado o segmento AB trace uma circunferéncia de
centro A e raio AB.
21) Trace uma circunferéncia de centro B e raio AB.
3i) As intersecOes das circunferéncias determinam dois

pontos P e Q.

41) A reta PQ é a mediatriz.

Justificativa: ['/APBQ é um losango, e PQ contém 2 pontos eqiiidistantes

de A e B.

As construgdes geométricas que vimos aqui usaram apenas régua
e compasso. Historicamente, as constru¢des geométricas sempre foram
realizadas assim. Os antigos gregos descobriram a maioria das construcoes
que vimos até aqui. Alguns problemas de construcoes geométricas
desafiaram os matematicos gregos por muitos anos, € que eles eram dificeis
e até mesmo impossiveis.

Um dos problemas dificeis que resistiu a 2 mil anos de estudos,
¢ a constru¢do de um poligono regular de 17 lados. A construcdo tdo
procurada foi descoberta por Gauss no século 19. Gauss provou que se p €
um primo impar, entdo o poligono regular de p lados € construtivel se, e

somente se, p € da forma
— A2
p=2,

para algum inteiro 20,
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Segue do Teorema de Gauss que € impossivel construir um
poligono regular de 7 lados, um poligono de 11 lados e um poligono
regular de 13 lados.

Muitas construcdes geométricas importantes sao impossiveis de
serem realizadas, o que fazemos € uma aproximacdo. Vamos falar
rapidamente sobre algumas delas.

A duplicacio do cubo

Se tivermos um cubo com volume igual a 1 unidade de volumes, duplica-lo
significa determinar um cubo de dimensdo x cujo volume seja 2 unidades

pd £ 3 ~ Zz
de volume. Isto é, x* =2 . Como sabemos da Algebra, v/ 2 ndo é um
nimero construtivel apenas com régua e compasso, portanto impossivel de
ser construido.

A trisseccao de um angulo

Trissectar um angulo significa dividi-lo em trés partes congruentes. Se
fosse possivel trissectar um angulo qualquer, seria possivel também
trissectar o angulo de 60 graus. Assim, deveriamos ter cos(60) = cos(3.20) .

Sabemos da trigonometria que cos(3.a) =4cos’ (@) —3cos(@) , assim tomando
a =20 graus, temos que

4cos’(a) —3cos(a) = % )

Fazendo x =2cos(a), obtemos o seguinte

x> =3x-1=0.
Sabemos da Algebra que este polindomio € irredutivel sobre os nimeros
racionais e assim suas raizes ndo siao construtiveis com régua e compasso.

A quadratura do circulo

Dado um circulo, desejamos construir um quadrado de mesma drea. Se o

e Ve 2 ~ . .
circulo tem drea R “77T, entdio o quadrado tem medida do lado igual a

R\/TT . Sabemos da Algebra que \/; € impossivel de ser construido com
régua e compasso.

Razao Aurea
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Um segmento estd dividido em sec¢ao durea ou em média e extrema razao,
quando a razdo da parte maior para a parte menor € igual ao todo para a

parte maior. A razdo durea é denotada por r.

Da definicdo temos

que resulta na equagdo do segundo grau a>—ab-b*>=0.

1+4/5

Tomando b =1, obtemos para « o valor dureo 7= 5

Um retangulo € chamado dureo quando tem seus lados em razdo durea.

Vamos ver alguns exemplos.

Suponha que um segmento foi dividido em duas partes. Se conhecemos a
parte maior deste segmento, vamos determinar a outra parte de modo que a
divisdo seja durea. Veja a construcao abaixo.
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Agora, se conhecemos a parte menor deste segmento, vamos determinar a
outra parte de modo que a divisdo seja durea. Veja a constru¢ao abaixo.

Luca Pacioli escreveu De divina proportione, um livro que ilustra as mais
belas apari¢des do nimero dureo na geometria.

20. CONCORRENCIA DAS MEDIATRIZES, BISSETRIZES E
ALTURAS DE UM TRIANGULO

Teorema 43 (concorréncia das mediatrizes) - As mediatrizes dos lados de

um tridngulo s3o concorrentes, o ponto de concorréncia é
eqliidistante dos vértices do triangulo.

Demonstracdo: Suponhamos dado o AABC. Sejam L;, L, e L3 as

mediatrizes dos lados AB, AC e BC. se L; e L, fossem paralelas, entao
AB e AC seriam paralelas, pois L,0AB e L,OAC. Mas AB e AC se
interceptam. Logo, L; e L, se interceptam em algum ponto P.
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Como as mediatrizes sdo retas que contém os pontos

eqliidistantes dos vértices, entdao P estd eqiiidistante de A, B e C.

.

I3

Isto conclui a prova.
Aplicacdo: Como circunscrever uma circunferéncia a um tridngulo?
Construgdo: A interse¢do das 3 mediatrizes do tridngulo ddo um ponto P

eqliidistante dos vértices.

12. A Bissetriz de um angulo BAC é a semi-reta que divide o angulo BAC
em dois angulos congruentes. Pode-se provar que a bissetriz de um
angulo BAC é o conjunto de pontos do interior do 4ngulo que sio
eqliidistantes dos lados.

Para provar que se P estd na bissetriz, entdo ele € eqiiidistante
dos lados, use ALA para concluir que os tridngulos AAMP e AANP sao

congruentes (Veja figura ).
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Para provar a 22 parte, se P € eqiiidistante dos lados, observe que AAMP e
AANP sio retos, t€ém a hipotenusa comum e PM e PN, sio congruentes.

Logo, os tridngulos sdo congruentes e MAPCPAN. Isto conclui a prova.

Teorema 44 (concorréncia das bissetrizes) - As bissetrizes de um tridngulo
sdo concorrentes em um ponto P que € eqiiidistante dos trés lados.

Demonstracio: Se P estd na bissetriz do angulo:

- BAC, entdo P é eqliidistante de AB e AC.
- BCA, entdo P € eqiiidistante de BC e AC.
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Isto conclui a demonstracao.

Aplicacdo: Como inscrever uma circunferéncia em um tridngulo dado?

Constru¢do: A intersecao das bissetrizes € um ponto P eqiiidistante dos

lados. Determine a perpendicular de P a um lado do tridangulo,

encontrando D. O raio da circunferéncia é PD

As alturas de um tridngulo também se encontram. Mas o ponto de

concorréncia ndo € necessariamente interior ao triangulo.

Teorema 45 (concorréncia das alturas) — As alturas de um tridngulo sdo

concorrentes em um ponto P.

Demonstracdo: Vamos usar a figura abaixo. Dado o tridngulo AABC,

pelos seus vértices tracamos retas para paralelas aos lados opostos.
Quaisquer duas dessas retas ndo sdo paralelas, determinando portanto um
triangulo ADEF. Como os lados opostos de um paralelogramo sao

congruentes, concluimos que

AD =BC = AE.
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Assim, a altura pelo ponto A, perpendicular a BC, é a mediatriz de DE .

Do mesmo modo, as outras duas alturas do tridngulo AABC sao as
mediatrizes dos outros dois lados do triangulo ADEF. Como as mediatrizes
sdo concorrentes, segue que as alturas do triangulo AABC sao
concorrentes.

Isto conclui a demonstracao do teorema.

Na figura a seguir as alturas do tridngulo se encontram num ponto interior

ao tridngulo, mas isto ndo € sempre verdade.
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21. POLIEDROS REGULARES

Os poliedros regulares sdao apenas cinco: tetraedro, hexaedro, octaedro,
dodecaedro e icosaedro. Provaremos isto mais adiante, ainda nesta secao.
Os poliedros convexos sdo chamados de regulares se satisfazem as
seguintes exigéncias:

a) Todas as faces do poliedro sdo poligonos regulares congruentes entre si.

b) De cada vértice do poliedro parte 0 mesmo numero de arestas.

Estes poliedros particulares ja eram conhecidos pelos gedbmetras gregos da
antiguidade, mas coube a Euler provar em 1758 que num poliedro vale a
relacdo:
V-A+F=2,

onde V denota o nimero de vértices, A o ndamero de arestas € F 0 numero
de faces do poliedro. Hoje sabemos que muitos outros poliedros satisfazem
esta relacdo. Coube a Poincaré, descobrir que de fato, o nimero V -A+F
para um poliedro P € um invariante topoldgico. A este nimero chamamos
de caracteristica de Euler-Poincaré, é denotado por X . Mais precisamente,
se P e Q sdo poliedros homeomorfos (deformagdo continua), entdo eles t€m

a mesma caracteristica.
Observe que a esfera S ¢ homeomorfa a qualquer poliedro regular e assim

v(S) = 2. Mais precisamente, esfera e poliedros convexos sao

homeomorfos.
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A figura sugere como construir um homeomorfismo entre um poliedro

convexo P e a esfera S; projete P a partir do ponto interior O sobre a esfera.

Uma demonstracdo bem geométrica para o teorema de Euler é devida a

Cauchy, os comentéarios ilustram os passos da prova:

Seja P um poliedro (suponha convexo para facilitar).

1° Dado um poliedro P, retira-se uma face. Isto ndo altera V e A, mas F
diminui uma unidade. Logo, basta provar que a relacdo V - A + F =1 vale

para o poliedro modificado.

2° Abre-se o poliedro modificado sobre um plano. Os lados da face retirada

sao chamados arestas livres.

3° Tracam-se as diagonais que ndo se cortam, triangularizando a figura, V
nao muda, mas A e F aumentam de uma unidade. Assim, (V - A + F) ndo

se altera. As faces agora sdo tridngulos.

4° Retiram-se uma a uma as faces que tem alguma aresta livre. O niimero

(V - A + F) ndo se altera.
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5° Retirando-se uma a uma, as faces que tem alguma aresta livre, chega-se

a ultima que € o tridngulo no qual vale V- A + F=1.

Use modelos de papel para realizar os passos da demonstracdo de Cauchy.

A prova de Cauchy pode ser encontrada no livro “Meu professor de
Matematica” do professor Elon Lages Lima, ou na revista “Matematica
Universitaria” namero 2, de 1985. Sao Dele os comentarios anteriores.

A prova de Cauchy € muito elaborada, pois ela prova o teorema de Euler
para uma classe muito grande de poliedros. Aqui faremos a prova apenas
para poliedros convexos. A demonstracdo dada a seguir estd na RPM3 e é

um trabalho do professor Zoroastro.

Teorema (Cauchy): Em todo poliedro convexo P, tem-se sempre V - A +
F=2.

Demonstraciao: Sejar uma reta que ndo seja paralela a nenhuma das faces

de P, seja o um plano perpendicular a r e que ndo corta P. E ficil ver que
toda reta paralela a r corta P em apenas um ou dois pontos. A projecao de P
sobre 0 € um poligono convexo P’ cujo retorno Yy é a projecdo de uma
poligonal fechada Yy, formada por arestas de P. Cada ponto de y‘ € projecao

de um tnico ponto de Y.

A poligonal y € chamada contorno aparente. Cada ponto de P’ € projecao de
dois pontos de P. Dados dois pontos com a mesma sombra, chamaremos de
ponto iluminado aquele que estd mais distante de O; o mais proximo sera

chamado sombrio.
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Assim o poliedro P se decompde em trés partes disjuntas: o contorno Y, os

pontos iluminados e os pontos sombrios.

Seja P; o conjunto dos pontos iluminados de P mais o contorno aparente Y.

Agora, cada ponto de P’ € projecdo de um tnico ponto de P;.

Denotaremos por P’; o poligono decomposto como reunidao de poligonos
justapostos, que sdo projecoes das faces contidas em Py, isto é, das faces
iluminadas, P’, indicard o conjunto restante, as projecOes das faces

sombrias.

Se decompusermos cada face de P em tridngulos, tracando em cada uma
delas diagonais, alteraremos os numeros F e A individualmente, mas a
expressao (V - A = F) permanecerd como mesmo valor. De fato, cada vez
que se traca uma diagonal numa face, os numeros F e A aumentam, cada
um, de uma unidade e o nimero V nao muda. Assim, (V - A + F) ndo
muda. Logo, poderemos supor que todas as faces do poliedro P sdo

triangulos.

Toda face tem (agora) trés arestas e cada aresta pertence a duas faces, assim

3F =2A.

A 1déia principal da prova é calcular de duas maneiras diferentes a soma s

dos angulos internos dos tridangulos que compdem o poliedro P.

Em primeiro lugar hi F tridngulos e a soma dos angulos internos de cada
um deles € Tt Assim, S = TTF. Como F = 3F - 2F = 2A - 2F, temos:
S=2mA-2nF.
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Por outro lado, temos S = S; + S,, onde S; € a soma dos angulos internos
dos triangulos iluminados e S, € a soma dos angulos internos dos triangulos
sombrios. Para calcular S; notemos que a soma dos angulos internos de um
triangulo T € igual a soma dos angulos internos de sua projecao T’. Segue
que S; € igual a soma dos angulos internos dos tridngulos que compde, P’

(projecao de Py).

Agora vamos calcular S somando os angulos vértice a vértice. Sejam V| -
nimero de vértices iluminados, Vo = nimero de vértices do contorno ye V;

= numero de vértices sombrios. Entao:

V=Vo,:Vii Vs

Observe que Vo € também o nimero de vértices (e de lados) da poligonal

Y‘, o contorno de P’.

Em P’; temos V, vértices interiores (projecoes dos vértices iluminados)
mais V vértices no contorno A‘. A soma dos angulos que tem como vértice

um dado vértice interior € igual a 2Tt

A soma de todos os angulos que tem vértice sobre A‘ € igual a T(V, - 2), de
acordo com a expressao bem conhecida da soma dos angulos internos de

um poligono de V, lados. Segue que:

S;=2m. Vi -t(Vp -2)

Analogamente,
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S, =211. V2+T[(V() - 2)

e assim,

S=Sl+Sz=2T[(V1+V2+V())-4T[
S=21V -41

Comparando com S = 2TtA - 27F e dividindo por 27T obtemos V - A + F =

2, que € o que queriamos provar.

Poliedros convexos regulares sdo chamados também de poliedros de

Platao.

Teorema (Platdo) S6 existem 5 poliedros de Platdo.

Demonstracao: Como todas as faces sao de um mesmo tipo, vamos supor

que sejam poligonos de n lados (n maior ou igual a 3). Seja F € o niumero
de faces, entdo o numero de lados de todos os poligonos € .......... e,

portanto, o nimero de arestas do poliedro €

Por outro lado, a cada vértice de um poliedro de Platdo concorre 0 mesmo
nimero de arestas. Seja r esse nimero (r maior ou igual a 3) e seja V o

numero de vértices. Assim,

As duas igualdades encontradas permitem que se escreva F e V em funcgao

de A:
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2A 2A

F=—" e V="_".
n r

Aplicando o teorema de Euler, V-A+F=2, temos
2A 2A
i + =
r n
Como A € ndo nulo podemos dividir a expressao acima por 2 A, e
obtemos

I 1 1

1
- —_— =
r 2 n A ron A 2

1 1
Como A>0,entdio —+—>—.
r n 2

I 1 _ 1 1
+o=—+—

Jd sabemos que r=3 e n =3 . Suponhaque ¥ >3 e n>3.1Istoé, r 24

en=4,

|
_ S e l S ooooooo
rooo.... noo... ’
e portanto,
I 1 ..
g
ron o ... ’
1 1 1
o que € absurdo, pois + ; deve ser maior que 5
Logo, ¥ =3 ou n=3.
I 1_1 _
Se ¥ =3 isto é, §+;>5 implicaqueng ---------- , 1sto €, n=34

ou 5.
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1 1 1
Sen:3,ist0é,;+§>§ implica que F<.en..... ou ¥<eennnnns

()urs .......... .

Assim temos apenas 5 possibilidades, que € o que queriamos demonstrar.

Complete a tabela que da os 5 poliedros regulares

n r |A|V F Nome

3 3 16| 4 4 tetraedro
31 4 octaedro
3 5 icosaedro
4 3 hexaedro
5 3 dodecaedro

Teorema 46 (Euler-Poincaré) Em todo poliedro homeomorfo a esfera vale
a relacao

V-A+F=2,

Dentre todos os poliedros, os mais conhecidos sdo os poliedros de Platiao
ou os regulares regulares. Os poliedros de Platdo s@o poliedros
construidos usando multiplas cépias de um unico poligono regular.

Vejamos seus modelos e suas planificacoes.
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Exercicios:

1. Consideremos um tridngulo equildtero AABC. Como podemos refleti-lo

ou gird-lo de modo que ele se encaixe sobre uma copia de si mesmo?

Faca um modelo de papel.
2. Como podemos refletir ou girar um quadrado de modo que ele se
encaixe sobre uma cépia de si mesmo?

Faca um modelo de papel.

3. Considere o poligono hexigono regular abaixo. De quantas maneiras
podemos gird-lo em torno do ponto O do centro de modo que ele se
encaixe sobre uma copia de si?

Faca um modelo de papel.
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4. As figuras abaixo se giradas de 180° em torno do ponto O....

4R

J—

5. As figuras abaixo se giradas de 90° ...

_ )

6. Transladar as curvas para o lado oposto como indicado.
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7. O “Tangran” € o mais antigo quebra-cabecas chinés. Ele pode ser usado
para demonstrar geometricamente o teorema de Pitdgoras.
Construa um tridngulo retangulo e sobre seus lados, os quadrados A, B e
C. Seja O o ponto de encontro das diagonais do quadrado B (o menor).
Trace por O a paralela a hipotenusa do triangulo e depois a
perpendicular. Corte as quatro regides determinadas no interior de B por
estas perpendiculares. Pegue estas regides € mais a regido C e ajuste-as

sobre o quadrado A (o maior). Vocé verd que elas cobrem exatamente.

8. Construa pelo método de Bion o heptiagono regular.
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22.Alguns softwares de Geometria

Cabri-Geometrie

O programa Cabri-Geometrie, cujo nome veio das iniciais CAhier de
BRouillon Interactif, que significa em portugués caderno de rascunho, é
um sistema gréfico para constru¢des geométricas. Foi desenvolvido por um
grupo de pesquisa do Instituto de Informética e Matematica Aplicada da
Universidade Joseph Fourier de Grenoble (Franca). Este grupo foi liderado
por Jean Marie Laborde e teve o apoio do Centro de Nacional de Pesquisa
Cientifica. Foi apresentado pela primeira vez em 1988 no 6° Congresso
Internacional de Educacdo Matematica realizado em Budapeste. Cabri ja
foi traduzido para mais de 25 linguas e comercializado para mais de 40
paises. No Brasil, foi traduzido para o portugués pela PUC-SP que ¢
também o representante oficial. O patrocinador de Cabri é Texas
Instruments

O Cabri permite o tragado de segmentos, circunferéncias, medicao de
comprimentos, angulos e areas. Traga retas perpendiculares, paralelas e

muitas outras facilidades.

Visite o site do Cabri-Geéometrie htip://www.ti.com/calc

Poly

O Poly € um software de visualizacdo de poliedros. Ele foi
desenvolvido para auxiliar o professor de Matematica no ensino das formas
e propriedades das diversos categorias de poliedros. O Poly pode mostrar
as formas poliédricas em trés dimensodes, € possivel girar os poliedros e
visualizar suas planificagdes além de imprimi-las.

Visite o site do POly http://www.peda.com/poly

Cinderella

Cinderella € um programa para fazer geometria no computador.
Surgiu em 1992 durante uma conferéncia no Instituto Mittag-Leffler,
quando Henry Crapo e Jiirgen Richter-Gebert tomaram um barco chamado
Cinderella. Cinderella é sistema grafico, baseado na linguagem Java,
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especialmente desenvolvido para o ensino das Geometrias Euclidiana,
Hiperbdlica e Elipticas. Com Cinderella €é possivel tracar retas,
circunferéncias, medi¢do de comprimentos, angulos e dreas. Todo material
desenvolvido em Cinderella pode ser salvo em HTML ou PS.

Visite o site www.cinderella.de

Pick

O programa Pick foi desenvolvido no Departamento de Matematica da
Universidade Estadual de Maringd por Doherty Andrade e Sandro Marcos
Guzzo. O programa Pick permite a construcdo de poligonos e o célculo de
sua area usando o Teorema de Pick.

Visite o site www.dma.uem.br/kit para obter uma copia do Pick e outras
informacgdes.

23. Um pouco de Historia de Geometria

Os primeiros resultados geométricos datam da antiguidade e tiveram
sua origem da experiéncia pratica do homem, isto é, foram obtidas da
observacgao pelo homem em sua atividade didria. Como ciéncia empirica, a
geometria alcancou um periodo elevado no Egipto devido a necessidade
constante de medicdo das terras com a inundagdo pelo rio Nilo. No
primeiro milénio anterior a nossa era as no¢des de geometria passaram para
os gregos, e foi na Grécia antiga que a geometria iniciou um novo periodo
de grande desenvolvimento. No periodo compreendido entre os séculos VII
e III antes da nossa era, os gedmetras gregos enriqueceram a geometria
com novos resultados e iniciaram grandes progressos em logica. Euclides
(330-275 AC) resumiu e sistematizou o trabalho dos gedmetras gregos em
sua obra “Os Elementos”, que € a primeira obra de geometria com
exposi¢ao fundamentada. Esta obra € impecavel do ponto de vista 16gico e

durante estes 2 mil anos foi a principal fonte de consulta e inspiracdo dos
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estudiosos de geometria. Um dos postulados que constam na obra de

Euclides € o seguinte:

Postulado V: Se duas retas cortadas por uma terceira formam, do mesmo
lado desta, dois dangulos correspondentes internos cuja soma é menor do
que dois dngulos retos, as duas retas prolongadas suficientemente se
cortam por este lado da secante.

Nunca se soube porque Euclides, fez distin¢cdo entre postulado e axioma,
uma vez que ele os tratava como afirmacdes consideradas verdadeiras. Por
1ss0, tentou-se demonstrar o quinto postulado. Uma afirmacdo equivalente

ao quinto postulado € dada pela seguinte afirmacgao:

Por um ponto fora de uma reta dada passa uma iinica reta paralela a esta.

As tentativas frustradas de demonstrar o quinto postulado fez os gedbmetras,
a partir do século XVIII, duvidar que isto fosse possivel. Coube a N. I.
Lobachevski (1793-1856) dar exemplo de uma nova geometria em que o
quinto postulado fosse falso. Lobachevski substituiu o quinto postulado
pela seguinte afirmacao:

Por um ponto fora de uma reta passam duas retas que ndo se cortam.

Lobachevski tinha esperanca de obter assim uma contradi¢do, mas nao

existe contradi¢do alguma.
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