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1 Introducao

Se estamos interessados em resolver equagdes ndo lineares f(x) = 0, o método mais simples
a ser empregado é o Método da bisseccdo. Bissectar significa dividir ao meio. Por isso este
método é também chamado de médio intervalo. Uma solugdo de f(x) = 0 é também chamada
de raiz ou zero de f.

O método da bissecg¢do é inteiramente baseado no Teorema do Valor Intermediario de
Bolzano-Weierstrass:

Teorema 1.1 (Valor intermediério) Se f : [a,b] — R é continua e satisfaz f(a)f(b) < 0, entdo
existe ao menos um niimero real ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.

Em outras palavras, se f é continua e f(a) e f(b) tem sinais opostos, entdo ¢ tem uma raiz
no intervalo (a, b).

2 O Método da bisseccao

Tendo f : [4,b] — R é continua e satisfazendo f(a)f(b) < 0, o método da bissecgdo consiste
em dividir o intervalo [a,b] ao meio, obtendo os subintervalos [a,m] e [m,b], onde m = 4% e
considerar como novo intervalo de busca um dos dois intervalos em que f tem sinais opostos
nos extremos.

Em seguida repete-se o procedimento com o subintervalo escolhido da bisseccdo deste.
Apd6s um niamero finito de subdivisdes ou encontramos uma solugdo ou sabemos que a raiz

encontra-se em algum subintervalo [ay, by].

Como escolher corretamente o préximo subintervalo?
Consideremos f : [a, b] — R continua tal que f(a)f(b) < 0. Seja m = %% o ponto médio de
[a,b]. Note que se f(a)f(m) < 0, entdo o teorema do valor intermedidrio garante que a raiz
se encontra no intervalo [a,m]. Neste caso, para o préoximo passo devemos escolher [a,m] (0
subintervalo a esquerda de m).

Se f(a)f(m) > 0, multiplicamos essa desigualdade por f(a)f(b) e entdo temos que

f@)f(m)f(a)f(b) = [f(@)]* f(m)f(b) <O,

pois [f(a)]* > 0. Segue que f(m)f(b) < 0 e, portanto, pelo teorema do valor intermediério, a
raiz se encontra no intervalo [m, b]. Neste caso, para o proximo passo devemos escolher [m, b]
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(o subintervalo a direita de m). Note que a medida que avangcamos no método da bissec¢do, o
comprimento de cada subintervalo é metade do intervalo anterior.

Chamando a9 = a e by = b e efetuando sucessivas bissec¢des, obtemos intervalos [ay, by| e
by —a
2" 0 quando k — oo.

pontos médios my. Note que |by — ag| = by — a; = o

3 Meétodo pratico

Uma maneira prética para utilizar o método da bissecgdo é organizar da forma apresentada a

seguir para a funcdo f(x) = (%)2 — sin(x), (x sempre em radianos).

Note que f(x) = 0 se, e somente se, (g) = sin(x).
Tragando os dois graficos, vemos que eles se cruzam perto de x = 2. Logo, existe uma solu-
¢do perto de x = 2. Veja a figura 1. Como f(1.5)f(2) < 0, pelo teorema do valor intermediario

f tem uma raiz no intervalo [1.5;2].

Figura 1: Gréfico de (%)2 e sin(x) se cruzam na solugao.

e Exemplo 3.1 Vamos determinar uma aproximacao positiva para a solugéo no intervalo [1.5; 2]

2
da equagdo <§> —sin(x) = 0, x em radianos, pelo método da bissecgdo. Veja a tabela 1.

Tabela 1: Tabela para bissec¢do

| o | b | ome | fla)f(my)
1.5 2.0 1.75 > 0 o intervalo escolhido ¢ [y, bg]
1.75 2.0 1.875 >0
1.875 2.0 1.9375 < 0 o intervalo escolhido & [ag, 1]
1.875 | 1.9375 | 1.90625 | > 0 ointervalo escolhido ¢ [y, by]
1.90625 | 1.9375 | 1.921875 | > 0

Ol = W N | =

Assim, uma aproximacgdo para a raiz procurada é ms = 1.921875. Continuando o processo
podemos refinar a solugdo. Apoés 20 iteragdes obtemos a aproximacao
mao = 1.933753728866577 e f(1.933753728866577) = —4.48 x 1078,
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4 Por que o método funciona?

O método da bisseccdo gera sempre uma sequéncia que converge para a solugdo. De fato,
o método gera uma sequéncia de intervalos encaixados Iy = [ag,bp] D 1 = [a1,b1] D I =
a2, b2] D ... D It = [ag, bx] D .... Os extremos a; dos intervalos compdem uma sequéncia
mondétona ndo decrescente limitada superiormente por b; portanto convergente. Os extremos
by dos intervalos compdem uma sequéncia monétona ndo crescente limitada inferiormente por

a, portanto convergente.

b—a
Como by — a; = ok temos que

0= lim (bk - llk) = lim bk — lim aj.
k—o00 k—oc0 k—oc0
Segue que klim by = klim ay = L. Isto é, ambas convergem para o mesmo limite L.
— 00 — 0
Agora mostraremos que L é raiz de f(x). Como em cada passo tem-se f(ax)f(bx) < 0, entdo

0> lim f(ay) f(by) = lim f(ay) lim f(b) = [f(L)]* > 0.
k—o0 k—o0 k—o0
Segue que f(L) = 0.
Acabamos por demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 4.1 Seja f : [a,b] — R continua tal que f(a)f(b) < 0. O método da bissecgido gera uma
sequéncia (my) que converge para a raiz ¢ de f e satisfaz

b—a
[my —c| < |bg —ag| < T’k > L 1)

5 Estimativa para o ntimero de iteracoes

E importante observar que se estamos procurando por uma aproximacao para a raiz da equagdo

—a o s
o < & pode ser utilizado como critério de parada. O ponto

com erro méaximo g, o fator
L 1 . . ~ . b—a
médio my de [ag, by] é um candidato a solugéo e satisfaz |by — my| < |bp — ag| < % < ee, do

b—a
mesmo modo, |ap — my| < |by — ay| < —r <&

Uma aproximagdo para a solugdo é um ponto em [ag, by| e como |ap — my| <

isolando k temos:

In(%)

€

In(b —a) — In(e)
In2 '

k> In2

ou equivalentemente, k >

Referéncias

[1] DE FIGUEIREDO, D. G., Anilise I. Rio de Janeiro: L.T.C., 1995.
[2] S. D. CONTE. Elementary Numerical Analysis. MacGraw-Hill, 1965.

Pagina 3


www.metodosnumericos.com.br

	1 Introdução
	2 O Método da bissecção
	3 Método prático
	4 Por que o método funciona?
	5 Estimativa para o número de iterações

